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1. Hydromekanikens grunder 
Vätskors och gasers allmänna egenslmper samt 
definitioner av grundläggande begrepp 
Vätskor och gaser iiI' substarH3c.r, SOtl d(: .. LoJ!;ler~f2. kontinuerLigt, när de 
utsä t-t;3 för skjuvspi:inningar, hur små dessa än är. 
'7 
En. slcjllvspänn.irlg är rilctctd lU,ngs tEtnge:nterl till 811 yta~ oe11 derlna lr.rEt:f:'t 
dividerad JIled ytans area är Jilodelskjuvspänningen över ytan. 
Skjuvspänningen i en punkt fås som gränsvärdet mellan skjuvGpänningen 
och ytan då arean går cllOt noll (reduceras till en punkt). 
F 
b c c' 
v 
f v -~ X ,,' 
. l 
Fig. 1 .1 Deformatj,on som resultatet aven anbringad konstant skjuv-
spänning 
I fig. 1.1 är en substans placerad mellan två närliggande parallella 
plattor, så stora, att förhållandena vid kanterna kan försummas. Den 
nedre plattan är fast medan den övre är rörlig, En kraft F anbringas 
i den övre plattan och föroTsakar en skjuvspänning pi:). en godt;yc.kl:Lg 
ffubstans mellan plattorna av storleken F/A, om A är den övre plattans 
a~cea$ 
Om nu kraften F åt3tadkommer, att elen övre plattan :cör sig rued en jiiJnn 
1. n <, -I· .. ' o'j- .. [.. (c'lr' '1 d ET p... • -L"L) 1.1a." kLt;> le" .. ,., .. L.. .,:0..11 no.. , oavsett bUT l:Lten k:caf"l;en ],1 är, aJl.. kan 
den slutsatsen d:cas, att substansen mellan de tvA plattorna tir en v~ts: 
VätskarJ. eller ga,i3Em inom ytan abcd j Tig. 1.1 ,;trömma,r till det nya 
läget ab1cfd med varje vätske- eller gaspartikel i en rörelse paralJell 
med plattoTna och med ha8t1[';}1("ten varie:cande l:Ucformigt från noll vid 
den nedre fasta plattan till v vid den övre rörliga plattan. 
]~xperiment viDar, att om andra faktorer hålls konstanta; så är P di~· 
rakt proportionell mot A och v och omvänt proportionell mot h. I ekva-
tionens form 
där p. är en proportionalitetsfaldor. 
Om 1: =: P/A fås 
v (["lam. ::::]L h 
Kvoten v/h är vinkelhastlgheten för linjen ab, eller gr,?den av vätskcmc-l. 
(elle1:' gasens) vint:eJ.deformatior~;, dvs. graden av min8kning i vinkeln 
bad. 
Vinkelhastigheten kan OCkf::l;:l sJcrivas dY /dy, eftersom både v/h och 
x 
dv /dy uttrycker hastighetsförändringen dividerad med det avstånd 
x 
längs vilket förändringen intrtiffar. 
Emellertid är uttrycket dv
x 
/dy mera generellt, eftersom det gäller 




/dy kan också sliCas ange den hastighet med viI· 
ken ett 13k1kt rör Dig relativt ett niirLi.ggande Gkikt. I djfferentlaJ.·· 
form blir 
<'t. 
lam. 1 • 'j (; 1 
lord u.ttcyckt är relationen ova,n l:iJ(f:( med si:-tmbandet Jlw11an r:;kJUV,~3 
dimensionoIla strömning. 
j·tioualttetsfaktorn 
(""'v"·, .' .. ' ("''']1 (1 1 'I) ".!/>. ...~\, 1,I.L ).t ),C. ,.. (, ~ 
En plastLsk f3ub;c~tal1B uppfyller ej dcf:in:itLoncm. 
given pi\ sidan ,/, beroende att subntanscn hae en inneboende i:~kJuv,,, 
sp[inning, som m,''\'ste överv1nnas innan en kontJ.nuerltg Qefonnation kan 
ås t adkoDljua.i;:1 • 
En elastisk subGtmw, placerad mellan plattorna, kommer att deforme:ri:ts 
tl1l ett bestämt belopp proportionellt mot kraften, men ej kontinuer·" 
ligt vid en bestämd hastighet. 
Ett komplett vacuum mellan plattorna kommer ej att resultera i en kons·· 
tant ~:lutlj_g hastighet utan i en ständigt ökande sådan. 
Placeras sand mellan de två plattorna konrrner torrfrlktio:oen att kräva 
en besttimcl kraft för att åstadkomma en kontinuerllg rörelse. Således 
satlsfierar sanden ej definitionen på en vätska eller en gas. 
Vätsko.?; och gaser kan klasf3:Lf:Lceras :som tlNe\'1ton~)katt elle~ lI~.cke,-Hc\'[t(?2~­
ska". Hos I!Newtonska~yi:itsk.2.E.<~~lJ~5"_~~ .. J~_~~§~E;X föreligger en lineär relation 
mellan storleken på den anbringade skjuvspänningen och den resulterande 
deformationsgraden. I ekvationen (1.1.1) är då JU, konstant, vilket fI'cGl-
går av fj.g. 1.2. 
Är vätskan eller gasen "icke-Newtonsk" blir sambandet mellan skjuvspän,., 







- _._-~ .• ".,,~, -,,~, .".,,-_ .. _--,. __ .~"<,.~ ~~ .• ~., ;.> ~ 
: \.f 
En idenl plastmassa har en best~l"d inneboende skjuvspänniDG och en kons 
ta.nt b,neär l'elation mellan ''D' och clv
x 
/dy, 
En"llh1xotrop:Lsk flubcl'Lans, stldm.l Hom try c Jc:nrär ta 1 hn:.c en vi.skoDiLet v:L1I::cr 
är b(:;:coende av subutanGenC) ollwdelb:.-).rt föregående v:i.nkeldeforrnation. 
Gaser och tunnflytande vätskor (t. ex. vatten) tenderar att VCL:C[3. "New,o 
t onskf:l, II , medan tjockflytande hyd:.cokarboller med långa molekylkedjor kan 
För analyr:ländamål göres ofta det antagandet, att en vät~3ka eller en gas 
ej är viskös. Med ingen viskosite~ blir skjuvspänningen alltid nolloav· 
sett vätskans eller gasens rörelse. Anses sedan en vätska v:::n:,a osannna,rl" 
tryckbar benämnes den j.deal. 
1.2 Måttenheter 
Storleken av enheterna f Bl' mekaniska egenskaper och verkningar härleds 
ur Newtons andra lag. 
Denna lag anger, att en massa, som rör sig på grund aven anbringad 
kraft, kommer att accelereras och att kraftkomponenten i accelorations-
:d.ktn:Lngen blir proportionCJll mot produkten av ma~"san och acce101'at10-
nen. 
Välj es enheterna sådana, att cm kra.ftenbct j verkande på en massenhet , 
producer1:l.r en Cl,cce1erationsenbet komm8:C propo:ctj.onali tetskonstan-ccn att 
bli ett, och vi kan skriva att k:.caften är lika med massan gänger acce-
lerationen. Vi får vekto:cekvationen: 
~~~:.. --t'--
li1 -, rn" C), 1 .2.1 
där 
" 1-' ( ) F - kraSt ~N, dyn 
Dl _, .. nlass~~.< (v·j·k t~) (lrrr rt) 
-- .. ,., 'o, te> 
'1 l' (/ y,2 ~:~ r)·;··{~·_·'~ '\ ( .... ' u ... CC8 ... , .... t. OJ _,.LOll nI.. tJO Lo , 
HU,r kOl11Iil()r att; förorda:::; det aJ1tmc:ca acccptoJ'adc SI" .. ny:::tc~mct (Syrot c 
Intcrnationnle) , 8um anv~ndor krartcnheten 1 Newton? mUGS ten 
.2 [~() k fi; 
j i 
1 lir '·0 
Äldre tekn. syst. --_._-,-~,~._-~---- .. _~_._-~----" 
Längd: l CTIl J~liDgd : 1 m 
r.r:Ld: 1 selr T1d: 1 sak 
lv.la,ssa: -3 ,- 10 kg Kratt: 1 kp, dvs. den kraft, som ger 
massan 1 kg en acceleration av 
2 9,80665 m per sek 
Storhet:.:: mätetal· enhet. Ex: 3,0 m/sek ~" mätetaJ.et 3 enheten 1 m/sek 
S'torhet:::ekvat1on: Samband mel1cm storheter 
MätetaJsclnration: Samband mellan mätetal 
Di.mension: Två storheter har samma dimensJ..on om deras enheter äx' lH::a 
bortsett frän ett mätetal km 
0
- '30 1 9
h
-Q.Q o •• Enhe tsbyten: Alge bra:i, sk operation. Ji.;x: :30 m/sek- ~--
1 "T-.) V:i.skosi tet 
3600 
108 km/h 
1\:'1' alla ef;enf3};:::J.peJ.~ 11.08 Vät~3Y~Ol" oell gaser ~ha.r, då det {~älle:r' clossas 
strömning, viskosi.teten ett av[;örande :iJ1flytande::. 
Viskositeten är den egenskap h08 en vätska eller gas genom vjlken dessa 
bjuder JllotE.ltånd mot skjuvHpänningar. 
Sirap och tjära är exempel på vätskor laed hög vj.skoHitet; vutten och 
luft har låg viskositet. 
ning av orsakerna till viskositeten. 
Motståndet hos en viltska eller en gas mot SkjUV8 ngnT bero)' };O" 
ntt:caktjoncn 9 ocb. ii v u )" :C ö J':i n (. 
[>,'V mol e}; 
Kohcs:iOll förefaller att V<:CU'H den helt cJoro.i.nerandc orf,nken LL1J V~U:l}:O'~:i.,,< 
viskositeten detsamma. 
En gas, {i andra iJidan~ har lIlyeket slllå LO}1(;i3:Lva }l::rafter. Det; 11188[;8. BV 
motståndet mot skjuvspänningar hos en Bas är resuJ.tatet BV överföring 
av molekylär rörelsemängd. 
Hur överföring BV l'örelsemi::i,ngd kan ge upphov t:1.11 en tydlig s},:j1J.vspän·" 
ning framgår av följande. 
Vi har "\:v& "ideal:LDerade tl järnvä.gsvagna:c lastade med vattc"Xl.absol'berandc 




]1ig~ 1.3 Sldss il1ustre:eande överföring av rörelsemängd. 
Vi antar att vnrje järnvä.gsvagn har en vattentank och pump med slangar 
vars munstycken är riktade vinkelrätt mot järnvägsspåren. 
För:::,t hålles A sUlla modan :8 rör s:Lg åt heiger med vatten D)H'u.-[;anrle 
mer att stitta,u i "'1 o ., :['01'0 .. se pEt g:C'lJ.na av strålarnas rörelsemäng0skomponent, 
som är pa:cal1ccl1 med järnvri.g;5DI)ELren. Hö:cel'3elr;älJgd~3kompoJ:1ent(m /.301' 'lJ.pp~, 
hoy till C:rJ. tyd}:Lp; fJk;ju.vspänniYlg mellan A och J3. 
Om ml vati;r:n }YLJJllpaS fTt'm A (IVeT t:Ll1 B med samma mihJgcl per tjdsenbct 
som fr~n B till A, kommer B att sakta fxcten, och resultatet blir lika 
stora och motsatt riktade sk 
iJ."'; V 1:1, t Lnc t :l. Yl {',erJ o Tt.1, ;iii.rrrv 
I:'; 
Inom en vätska eller en grt;;) förekommer uJJ tid en tran::::po:ct B,y molekyl OJ:' 
irma och tiJJbaka över en godtycklig fiktiv yta förlagd inom mediet. 
När ett sJcLkt rör 131g relativt ett niirliggande, överför den mo1ekyHll'Cl, 
r8. 9 med p2tfölj d att en tydlig i;:,kjuvE>pänn:Lng uppkommer. Denna motverkar 
den relat:Lva l'örelcen, och tcmde:car att ut;jämna h[wtighetcrlJO, för när· .. 
liggande skikt på ett sätt, Gom är analogt med det i fig. 1.3. 
Måttet på rörelsen hos ett skikt relativt ett närliggande [:lr dv /dy. 
x 
Molekylär f.),ktivitet gor i gasEl!' upphov t:L11 en tydlig sk;jUYic;pänn:i.ng, 
som är 8:V' avsevii:ct f3törre betydelne tin den de koheni va krafl;m:na för~ 
oTsakar 6 
Eftersom don molekylära aktiviteten stiger med temperaturen ökar också 
viskositeten med denna. 
Vid o~dinära tryck är viskositeten oberoende av trycket och beror en-
bart på temperaturen 6 
En vätska eller en gas i vila, eller i rörelse, sä att inget skikt rör 
nig relat:Lvt ett näl'ligganc1G, lwmmer o j att ha någon tydlig f)};jcJ.v8pän<~, 
n:Lng, oavr::ett Viskositeten, eftersom dv /dy är lika mod noLL j. hela 
x 
mediet. 
Därför behövs i hydrostatiken ej Ddgon hänsyn tas till skjuvspänningar 
Dc onda Dpiinn:Lngar, som där åtcrntär, är nOl'malnpiirmingar ellE:!I' no1'1no.1 .. , 
tryck. 
Detta :förc::oJclar hJ'drofJtat:UJkcl f:tud:Lo:c av er) väti:lkn ul1cT un gns tWDQ->' 
värt. V:iJhen 80m helst IIf1'1 lcroppli av mediet påv0:rkas endast av tyngd .. 
tonfJ v:L:,3ko;:;itct;31u,g (eJrv. 1 0 1 < 1). Vi 1(5,;0:1' ut lL och erhålloT 







clYllami ska 'vi sko s:i. teG en )';(, i ~n"·enheter bl ir :l"'::,LL_,L_::.::.._,:::, __ ".:,~(~>:.r:_' _,c:).~e:k __ :. EJ:' t er", 
I) --, 
Den 
Bom b,ar dimensionen }:raft pEJJ: ytcnhe t C!T/n/') 'U .. t t ry' eJ:: ct:3 
cnli,gt föl j ande 
;yta 
]~ 1~ p, T t.ex. 
Nej (di", "<') i··J... ,. ---- e,K.c;,pO,L •• , J} I n ~,.-1 1,2 2 
.J , ra 
FortJnrande mi5tc~1 0',1 ofta i CGS .. ·cnhete):': lt,.2_~!' c)!~~er_"'::1.2.~ e~ller .,Sr,}2'" 
2 ' !.!.!~E.~_..J)_2.:~ .. __ 9.!.~~ __ • En b e t e Yl k aJ. .1. [), G .P o i E!. ,. II ii r 1.1 t h'Y ck e~) ,I\k o f hu; t j, O 9 O 1 ~) ou::: 
eller centinois. 
1 clekapo:Ls eLLer 1 NG/m 2 är den dyn:öun:Lsk<'l viskositoton hos ott honogent 
t 'J ' r" 'l" , ".1,. ,', "'C'l";' "', " "~ '1 1\T/'1 2 ,~,,"'r J.1?' " o "J ", , ma';erJ,a" J. ,l",1{Cn, en ,'-"JlJ,l.'o,)ClllJ.LUJ.i'o av J.'l Ll c;",>l.>dc,,,,ommer 8U J,aS'cJ"glW'GS-'" 
gracUcnt av 1 m })C"Y.' sek per m (lil.Ul,dberg: Hy'droJiJ8.skinlära) o 
ViEikosi teiis,konBtu.nten ... ;u, [jyen kstl1ad dynarrlisk vj,13koi.J:i. ted; är den kraft 
varmed ytenlJeten av ett sk:U::t påverkas då haGt tsdiffeY'ensen mel12n 
detta och ett m(~d dettlamma po.,l'D,11el1t (;lrikt 9 beläget :på Jt;n[~:den'h('t(,))f" 
avstånd är lika med hastighotssnhs'ten (Svensk Uppslagsbok). 
Kj,nematisk viskositet 
Ki.nematiEJ],:a vj,8ko~;it;etcn är förhållandet mul1uJ abGoluta f:1101' 
v:Lskof3:i.teten, och d()ns:Ltl,t(~n. I ekvat:i.onGform, 
:O:J.mJ]r.l~:::Lone:n bl:ir 
"',', 'f ." ~ '1'"" 1 l,., ,J " 
och 1 ut!>); 
i) 








1.4 Dcnn:l.tct cJ.:ft1( vo 
för en vätska eller en gas definieras som massa vo-
.:-:::~.:._, .. ,~,,_,,~,;:..;::.,, __ ,c_.;;_ 
.§12,,~~ c i~iLli:,,:::"_I'~~IJ:?:!lsm_ v s är invc T t c r ad e väl' d c t 
volym 130m uppta.EJ av rr18,Ds(cOnhctcu" St;,lcdc,J 
v 
s -- (0 \) 
, elv,,,). den 
1 .4-.1 
Den fc):djJJdrD,f3 rnod lo;\:D.lcn bero()ude på iindr:Lilga,rna i tyngcUcraftc:acccl c""' 
rat:Loncn, 
cif:L\ a, yj,ktC:H 
].nd.oD :i J.lJ.ft;"L01D.t 'j"' ) ("", ) C'."T 0'1"] ._ L" I... \::)" ... ..o. 
Vanl 
l:.L 1;: a 
S f),nger fö:ehi3,,11andet rnc'll:=.tD yU:: Len 
stor "VO 
O 
·14 C o 
ten. y,u'.LCt'Clr nwc] ternpecatuTcn bör v:i"d n(){~e;rann ·'leJ.f3C den. t(~rnpel'atl~l' 





ih' 999 5 9T5 
"';: 
./, dv[}~ t n~i:ca 1000 kg/m.) ~ 
dr..:nf}:L"tc't prEt]\~t;iDl(t ta{~ct (:JEimrntt t;:J.lv"ti,~t'dc, oni Elan. b O 1.-' 't C3 CI\ fr:'Jx1 d.c~G j. dc 
fleF3ta faTl be tydclDClöc::a, avvikclDcn från viirdcL 1000 kg/m) av va t; tnc t~) 
.J . ,,' ·t ,~. .,.' i' .I fl o C c.eLL:>J. ... C Lo v.LQ 'l" ,. le 
Ur fYD:i.J.:o.1:i.1:l1c sy:n.pun.kt be ,'J tf Le den hoI t aVl,!;örandc s.killnaden mellan 
spoc. yj};:t o e 11. dend. tet :L, att spec. vikten är ott dtmerwiorwlöst tal, 
medan dUremot densiteten har dimonsionen aven massa dividerad med en 
volym. 
80m en "fri. kropp \I omfattm:- krai'tsyutemc t 7 Gom. vcrJ\ ar på yolYElen. }C~"· 
mer en ytkraft att ha komponenter vi~celrtita emot och parallella med 
den berörda ytan. 
I v:i.lkcn som helst punkt bcn~i.J;Jncs den vtnkelrätt rik Lade kraf·VkompODtni." 
tC:l1 per y·l~cr.lh0t nC1X'Tna:L Om detta ijr ett kompressionstryck kallas 
det helt enkelt förtryck. 
'.rryck 11:C' en .~~~~~Y:]~'-.:~,!_i~l!:.L:LL~~~. (Job kra.:f:'ten förbuD.elen r:lcd ett t 
som V"()rkr~,J' p,l en ytcnhe t ~ är pdA Eled cm :cjJrtning Jicings l}oX'lJlalen -(;I.l1 
0))].he t sa:rc n,n dlt. 
Således lir tryckkraftens riktning i en 
genom ten. 
Tryck mtiten relativt till att ubsolvt Dollvtirdo (abso]ut trYCk) eller 
p ( 
turen. 
p , Il" " Ii .. ' ~l' 
t() .1. 
TI. den :LYI~LLviduclla 
:1. 
i l' 
tIJntc1.I oab Il' ab[)olutn te([Jpf!}'EJ'" 
Vid J\:or.;~;tant t crutur, dvs. isotermisk tillständaändring, följer gu-
serna Boyle-Mariottes lag 
o.l? ". l:l\, < ,.'n,. 1 • \. 
- ... " .- 3':OHS'," ~ :L 
Vi d kons tant 
lag, enligt vilken gasens specifika y 
ratt1.ren 
Volymen y ay 
"0 m,l1 .• ~r 
J.. 
proportionell mot tempc-
ti.)" m y v<J.rfc)r 
s 
Vi kan med fördoI 81o~:Lva ga'3Crnn.s ::~J.lmLl):ma til1u-!;ån.d:::d.f.1.,g p:'\ IJloJlm;:,:i.:3., 
t.ex. CD. 00 lir 32 kg. Med v lika med molvolymen f&0: 
L B 
eftersom n-M = m. 
i;olutri t en per'a, G, \1' o clJ 
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Fig. 2.4 'visar ett oändligt litet vätskeelement (i form aven tetraeder) 
i vila. 
Förutom av tryckkrafter angrips elementet också av masskrafter, i detta 
fall tyngdkraften. 
Tryckkrafterna är proportionella mot ytorna, masskrafterna (tyngdkraf-
ten) mot elementets volym. 
Tetraederytorna är små av 2:a ordningen, volymen liten av 3:e ordningen. 
Masskraften (tyngdkraften) kan försummas då dx, dy och dz ~o. 
För att jämvikt skall råda måste resultanten till tryckkrafterna i samt-
liga axelriktningar vara:: O. 
P
x
' P och p betecknar trycken i respektive axelriktningar och p tryc-y z 
ket mot den sneda tetraederytan CDE. 
De vinklar som normalen dh till ytan CDE :: dA bildar med koordinataxlar-
na betecknas med cA. , (3 oeh ~ • 
Då fås för tetraederns volym 
dA • dh 
3 
= dx· dy o dz 
2 3 
eos d.. dh eller :: dx 
eos ~ dh eller :: dy 
eos ~:: dh dz eller 
Genom insättning fås 
dA dx eos eX :: dx·d;y:·dz 2 
dA dy eos (3 dX.d;y:,dz :: 2 
dA dz eos o = 
dx.d;y:.dz 
2 
eller dA - dh dx o dy • dz :: 2 
dh :: dx eos d.. 
dh = dy eos (3 
dh = dz eos ~ 
eller dA eos ~ d;y:odz = 2 
eller dA eos f3 dx·dz = 2 




Jämviktsvillkoret för de angripande krafterna ger 
Px 
d;y-dz 
- P dA eos ex.. O 2 = 
dx·dz dA eos (3 O Py 2 - P = 
Pz 
dx·d;y 
- P dA eos « = O 2 
Kombination av ekvationssystemen ger 
2.3 Nivåytor eller ekvipotentialytor 
Att trycket i en godtycklig punkt i ideal vätska, såväl i vila som i 
rörelse, är lika i alla riktningar gäller också för vätskeelement i 
omedelbar beröring med en fast kropp t.ex. en kärl vägg. 
Trycket är oberoende av väggens lutning och är alltid riktat vinkel-
rät mot väggen. 
..J f 
Satsen om tryckets oberoende av riktningen gäller också för viskösa 
vätskor om inga formförändringar uppkommer. l annat fall uppträder näm-
ligen snett riktade krafter (tangentialkrafter). 
Trycket i en vätska är en kontinuerlig funktion av ortskoordinaterna 
x, y, !z eller 
p = f(x, y, z) 
Sättes p = P1 fås 
P1 = f(x, y, z) 
Geometriskt betyder detta en yta där överallt råder samma tryck = P10 
En sådan yta kallas nivå;yta eller ekvipotentialyta. 
2.4 H;ydrostatikens grundekvation l. 
Tryckets variation i en vätska eller en gas i vila. Framställning utan 
användning av vektorer o 




Fig. 2.5. Rektangulärt parallellepipediskt vätske- eller gaselement 
i vila. 
På ett oändligt litet volymselement med kantlängderna dx, dy och dz i 
fig. 2.5 verkar dels per massenhet masskrafterna X, Y och Z dels per 
ytenhet ytkrafterna (tryckkrafterna) p och p + ~~ dx, P och p + ~~ dy 
samt p och p + ~~ dz. 
En närmare förklaring av uttrycken för tryckkrafterna. Som exempel tas 
tryckkrafterna längs x-axeln. 
FörändriI?-gen i trycket vid förflyttningen sträckan dx kan tecknas ~ ~ dJ 
Matematiskt är uttrycket ~ i dx den partiella differentialen av p m'ed 
avseende på x. 
Tryckgradienten eller den lokala förändringen i p med avseende på x 
dP 
uttrycks genom den partiella derivatan av p med avseende på x ox. 
Den kan tecknas ~aP eller (~d) • Det senare uttrycket anger den loka-
x x y,z 
la förändringen i p med avseende på x för vilka som helst givna värden 
på x, y och z när y och z hålls konstanta. 
Jämvikt i x-riktningen råder om 
P dy dz - (p + ~ i) dy dz + X ~ dx dy dz = O 
61P p dy dz - P dy dz - 'O x dx dy dz + X ~ dx dy dz = O 
~ 
= s x aX 2.4.1 
På samma sätt fås 
~ ::: §y Oy 2.4.2 
och 
'"ap 
= § Z Oz 
Ekvationerna ovan visar, att trych.gr8.dienten längs axlarna är direkt 
proportionell mot vätskans täthet och den verkande masskraften. 
Trycket i punkten x, y, z är p eller 
p = f(x, y, z) 
Den totala differentialen av funktionen 
p ::: f(x, y, z)· 
skrives 
dp = ~ dx + ~~ dy + ~; dz 
Multipliceras ekv. 2.4.1 med dx, ekv. 2.4.2 med dy och ekv. 2.4.3 med 
dz samt adderas led för led fås 
M dx + ~ dy + ~ Pz dz = dX oy <g X dx + ~ y dy + ~ Z d z 
och 
dp = §l X dx + tg y dy + ~ Z dz 
För en vätska i vila och endast utsatt för tyngdkraftens inverkan är 
per massenhet 
x ::: O y = O och Z = - g 




dp = - ~ g dz 
Vi integrerar och får 
Räknas z från vätskans yta och är trycket där p fås efter omkastning 
o 
av axelriktningen och utbyte av z mot h 
C = Po 
och 
P = P + § gh o. 
Hydrostatikens grundekvation II 





(p +-~. dz) dy dx 
"2> z 2 . 
~ ~ dx dy dz 




Fig. 2.6. Rektangulärt parallellepipediskt vätske- eller gaselement 
i vila. 
De krafter, som verkar på ett vätske- eller gaselement i en yätska i 
vila (se bilden) består av Y t- och masskrafter. 
Med tyngdkraften som enda masskraft och genom att rikta z-axeln uppåt 
fås uttrycket för denna masskraft till 
- S g dx dy dz 
i z-axelns riktning. 
Med trycket p i centrum (x, y, z), blir den approximativa kraften, som 
verkar på sidan ABCD 
(p _ ~. d z) dx dy 
. 'Oz 2 
och kraften på den motsatta sidan EFGH approximativt 
(p + C> p. dz) dx dy 
C> z 2 




'6 n dz d n dz -
= - P dx dy - ~z • -2 dx dy + P dx dy - ~.- dx dy - ~ g dx dy dz= 
u O z· 2 
= - fl dx dy dz - ~ g dx dy dz OZ --.J 
För x- och y-riktningarna gäller, eftersom inga masskrafter verkar 
dF = - ~ dx dy dz 
x C> x och dF = -~ dx dy dz .y oy 
4-
Kraftvektorn dF är given genom relationen 
--+- ... ... ... 
dF = dF i + dF j + dF k 
x Y z 
varför vi kan skriva enligt ovan 
dF = - ~ i i + ~ ~ r + 1>; k) dx dy dz - ~ g dx dy dz 1 
I limes, efter division med dx dy dz = dV (dV~O) 
2.4.8 
Detta är den resulterande kraften per volymsenhet i en punkt. Kraften 
kan sättas lika med noll för en vätska i vila. Kvantiteten inom paren-




Den negativa gradienten av p, -\7p är vektorfältet F för tryckkraften 
per volyms enhet 
-+ -+-
F = -7 p 






och d ~= -~ g 
Eftersom p endast är en funktion av z kan vi skriva 
dp = - ~ g dz 
2.4.10 
Denna differentialekvation anger tryckförändringarnas beroende av speci-
fika tyngden och höjden över en referensnivå. Den gäller för både kom-
pressibla och inkompressibla vätskor och gaser. 
Normalt brukar hydrostatiska trycket räknas som övertryck i förhållande 
till atmosfärstrycket. 
Om p = atmosfärstrycket är p - p = ~ g h, i så fall det hydrostatiske 
o o ~ 
trycket. 
Ekvationen ovan ger uttryck för den hydrostatiska paradoxen (Pascal 
1662), som säger att bottentrycket i ett kärl endast är beroende av fria 
vätskeytans höjd över botten, ej av vätskans kvantitet eller kärlets 
form. 
Kommunicerande kärl 







a 1 - - - - - - - --
Fig. 2.7. Kommunicerande kärl 






Fig. 2.8. Öppen vätskemanometer 
Öppen vätskemanometer används vid små eller måttliga tryckskillnader. 
Trycket vid A 
p = Po + S g h 
" 
i 
Övertrycket vid A 
p - p = 
o 
där p = atmosfärstrycket 
o 
Hävert 
, I / 











Tänker man sig den horisontella skänkeln stängd genom en ventil så ver-
kar på denna från vänster ---+ höger ett tryck 
från höger-?vänster ett tryck 
Sålunda finns ett från vänster~ höger riktat övertryck 
2.4.16 
2.5 Tryckets tillväxt med djupet 
Som påpekats på sid. 37 är en vätskeyta där trycket är konstant en nivå. 
yta. 
En vätskeyta mot vilken verkar ett konstant gastryck är också en nivåyta 
Enligt det föregående ar en nivåyta i varje punkt vinkelrät mot de i 
punkten angripande masskrafterna. 
Då trycket är konstant blir i enlighet med hydrostatikens grundekvation 
(dp = O) 
X dx + Y dy + Z dz = O 
En nivåyta , som ej är horisontell uppkommer, om en vätska i ei1 behållare 
rör sig uppför eller nedför ett lutande plan under konstant acceleration 
z j 
Po 
T~ A4 "'- c{ p -a COSC(4:~-Ni - o 
I "'~'I 
. I <J.., -= 
- a i"--::1_V - a sind,. 
z -
o / I 
Fig. 2.10. Behållare med vätska rör sig uppför ett lutande plan. 
Enligt ovanstående figur så utsätts ett masselement i punkten A ~ 
massenhet dels av tyngdkraften -g dels (enligt d'Alamberts princip) av 
tröghetskraften -a. Resultant = F. 
Vi tecknar masskrafterna längs respektive axlar och får 
x = - a eos o( 
y = O 
Z = - a sina( - g = - (a sin rJ... + g) 
! ; 
46 
Observera att resultanten F är vinkelrät mot nivåytan enligt det före-
gående. 
Vi insätter värdena ovan i grundekv. och får (dp ::: O, nivåyta) 
- a eosd.dx - (a sin \Ä. + g) dz ::: O 
a eos c( dz ::: - -..:;;;..,....::...:;;~-- dx 
a sin \J.... + g 
och 
eos eX.. dz ::: - -------
Vi integrerar 





sin 01.... + ,g 
För x = O blir C = z , 
o 
a 
Nivåytornas (ekvipotentialytornas) ekvation blir då 
z ::: Z 
o 
eos c/.... 
sin d.. + .B. 
a 
• x 
Tryckets tillväxt med djupet i beh1llaren ovan kan fås ur ekvationen 
om:z räknas från vätskeytan för varje x. 
För ,Z har vi redan uttrycket 
z = - a sin~ - g 
och vi får 
? E = - -3 (a sin o( + g) 
<-'z 
eller 
(ER) - _ ~ (a sin eX. + g) dz z,y - ...) 
Då fås 
dp: - 3(a sin0(+ g) dz 
och integration ger efter omkastning av axelriktningarna 
. p : ~ (a s in ct.. + g) z + C 
För ~ : O blir C : Po och vi får till slut om z utbytes mot h 
p : p + q) g (~ s in CZ + 1) h 
o ...) g 
Några sEecialfall 




och ekvationen för tryckets tillväxt med djupet 
Är a ::: g för ~: O blir 
z ::: Z - X 
° 
Nivåytornas lutning är 45°. 
-a= a=g 
Fig. 2.11. ·Skiss visande nivåytornas lutning 
för a ::: g. 
eL ::: 90°. Nivåytornas ekvatj.on blir 
't I 
Z ::: Z 
o 
dvs. de är horisontella. 
Tryckets tillväxt med djupet är 
p - p + Q g(.§!:; + 1) h 
o .::> g 
::: - 90~ 
Här O-:lir också z ::: Z och således nivåytorna horisontella. 
o 
Tryckets tillväxt med djupet blir 
p ::: p + 3 g( 1 -.§!:;) h 
o g 
Speciellt gäller här om a ::: 
vore utan tyngd. 
g att p ::: p • Vätskan beter sig som om den 
o 
Tryckets tillväxt med djupet i en behållare med vätska, som med konstani 
acceleration 
a) dras uppför ett lutande plan 
b) nedför ett lutande plan. 
a) 
z 
Fig. 2.12. Kraftriktningar vid rörelse uppför ett lutande plan. 
Ett masselement i punkten A i ovanstående figur påverkas per massenhet 
av tyngdkraften:g och tröghetskraften -a. Resultant::: F. 
Hydrostatikens grundekvation ger 
dp = .s X dx + ~ y dy + ~ Z dz 
Här är 
X = - a eos ex. ; y :::: O oeh Z = - a sin o( - g 
Insättning i ekv. 2.5.10 ger 
dp = - ~ a eos eJ.... dx - ~ (a sj_n ~ + g) dz 
Integration ger 
p = - ~ a eos 0{. x - ~ (a sin \:I.....- + g). z + C 
För x = O oeh z = z är p = p , som ger 
o o 
Till slut fås 
eller 
b) 
p :::: p - § a eos c:X...- x - 3 (a sin ~ oj. g) z + ~ (~ sin c::::(.. + g) z 
o o 
p::: p - ~a eos~'x + 3 g(z - z)(1 +~ sincx') 




g - a sin ~ 
-----.: - g 
Fig. 2.13. Kraftriktningar vid rörelse nedför ett lutande plan. 
Krafterna som verkar på ett masselement per massenhet i punkten A i 
ovanstående figur ger 
x :: - a eos ~ 
y :: O 
Z :: -(g - a sin oC) :: a sin ~ - g 
Grundekv. ger 
dp = - ~ a eosd....dx + ~ (a sino:.. - g) dz 
Vi integrerar och får 
p :: - 3 a c o s d.... x + ..s (a s in ~ - g) z + C 
För x ::::: O och z :: Zo är p = Po' som ger 
Då fås 
)U 
p:: Po - 3 a eos c:J.. x + ~(a sin \1... - g) z - -S (a sin<::(. - g) 3 0 
eller 
2.6 Vätske,.;z.tan i ett kärl Gom rote:J:,ar 
En fri vätskeyta , som är bu};: t ad , uppkommer om förutom tryckkraften 
också centrifugalkraften verkar som masskraft. 
}.<jxempel på detta är en vätska, som med konstant vinkelhastighet 05 ro-
terar kring en vertikal axel i ett cylindriskt kärl. 
I nedanstående figur utsätts 2ett masselement i punkten A per massenhet, 
dels av centrifugalkraften V
x 
där v ::::: hastigheten, eller eftersom 
v:::: OJ· x, u.s
2











Fig. 2.14. Vätskeyta vid rotationsrörelse. 
Uttrycken för masskrafterna i de olika axelriktningarna blir då 
2 X ::: UJ" X 
y ::: O 
z ::: - g 
Insättning i grundekvationen (dp :: O, nivåyta) ger då 
2 




dx c-- x g 
Vi integrerar och får 
z = '";2 f x dx 
Gl..y2 2 C z ::: 2g ~ x + 
För x 
--
O blir z 
"" 
O och också C :::: O. 
Då fås 
2.6.1 
som är ekvationen för en rotationsparaboloid. 
Från matematiken har vi att volymen under en rotationsparaboloid är 
lika med hälften av den omskrivna cylinderns volym. 
Bevis: y 2 r/r 
r/o 
________ .~ ______ ~ ______ ~ x 
dx 
Fig. 2.15. Parabel, roterande kring 
y-axeln. 
Vi har parabeln y 2 :::: X • Rotationsparaboloidens elementarvolym kan tock-
nas 
dV = 21\ x y dx 
Fig. 2.16. a) den bildade rotationscylindern b) rotationscylj.ndern 
uppskuren. 
y == x2 varför dV :::: 2lf x3 dx 
V:L integrerar 
r 
dV :::: 27TJ x 3 clx 
O 
r 4 Trr4 V 2Tf I x '" 4 :::: 2 
O 
Omskrivna cylinderns volym tecknas 





o I f " 7 . ~ h- /I/;-~ .... ,t",:"r~t"": t+ x 
Zo 
--~----[t r =-;r-.! 
Fig. 2.17. Volymen under en rotationsparaboloid. 
En vätska roterar i ett cylindriskt kärl enligt ovanstående figur. 
Innan rotationen är uttrycket på vätskans volym Il r 2 h. 
Vid rotation och jämvikt är omskrivna cyb,nderns volym \T r 2 H. 
Då fås enligt ovan ett nytt uttryck på vätskans volym. 












All tså: Vid rotat i on i ett cylindriskt kärl stiger vätskan lika myclcO't 
v:Lc1 ktirlkan'ten som den sjunlzer i centrum riilmat från u'tgångsnivån. 
Enligt ekv. 2.6.1 
w-2 2 x 
z :: -":::"2-g-
gäller för punkten A i föregående figur 
z::::H-z :: 
o 
Kombineras denna ekv. med ekv. 
fås 
2 h :: z + H 
o 









H = 2 h - z 
o 
2 2 (.0- r 
2g 
Nersjunkningen respektive stigningen blir alltså 
y 
2 2 (.(..'>" r 
----4g 




Om F i figuren är totala tryckkraften mot den plana ytan A (BC) och 
trycket är dF mot ett ytelement dA beläget på djupet ~ blir 
dF ::: p dA::: ~ g I<.. dA 
Nu är enligt figuren 
h ::: y eos o( 
varför 
dF::: ~ g y eos ex. dA 
Integration ger 
F::: ~ g eos ex. J y dA 
Inte~ralen J y dA är ytan A! s (BC: s) K.eometriska moment med avseende 
på x-axeln. 
Enligt mekaniken gäller att hela ytans moment är lika med sumrnan av 
delytornas moment. Alltså 
Yo A::: ..... f y dA 
och således 
Nu är enligt figuren 
varför 
F ::: .3 g eos tf. Yo A 
-- y eos el. 
o 
F= ,3gJ-C A 
o 
Tot~.a_yhj;.sketrL9.J;"::..?.~~_ mot el~ be(~~_i.insadJ?}.a~.y:ta är Jil~~:.ned ~Y21~de~ 
2en viils~~cl~re, .. ~-'-~D2._bar yt~l..~till ba~] o~212,-l!§l.22E.....:~YE.f~]::':~1'_avstfi2}~ 
frå!2....9c~ fJZia vD: .. ~?~eyt~2.L~1~.LL}2.2.jd. 
2.8 Tr..Y_c:l\:centrum och dess 1~. 
Tryckresul"tantens angreppspunkt Te benämnes tryckcentrum. Den samman-
faller med ytans tyngdpunkt endast om ytan är horisontell. 
Ur definitionen på tryckcentrum kan vi uppställa följande ekvation, om 
moment tages kring x-axeln 
F Y c Jy dF 
där y c är tryckcentrums y-koordj_n') t. 
Vi har också att, eftersom 
och 
är Sg ho A y :::: c 
Nu är 






== S g /7, A o 
dF ::: 3 g 11., dA 
Jy T g h dA 
y eos 01.. 
o 
y eos o( 
I 
x 




Ix:: f y 2 dA är ytan A: s JI~'?m~tr~s~?:.._!E2G~etsmon:2.l2! med avseende på 
x-axeln 
ly =f x2 dA är ytan A: s .Gcometriska tröghetsmomel2.! med avseende pil 
y-axeln. 
:Masströ.E;hetfJ)nomen~e! fås genom att mulUplieera geometrj.ska tröghets-
momentet med massae.~...Eer enh~!. 
Geometriska tröghetsmoment har dimensionerna 
L3 (Jr2 dS) 
L4 (J r 2 dA) 
L5 (J r 2 dY) 
Parallell-axelteoremet (Steiners sats) 
\l 
Y 
Fig. 2.19. Moment kring x-axeln och en med x-axeln 
parallell linje genom tyngdpunkten. 
Enligt figuren är 
I 
x 
Y dA .. -
o 
Här är värdet av J y' dA B80metriska momentet av ytan A med avseende 
på linjen O - O. Då linjen gilr genom tyngdpunkten är ,J'y' dA :::: O. 
Vi får då eftersom J'(y l )2 dA:::: 10 
I I 2 A x::: o + Yo 
I 
Dao fås' y x __ 
. c :::::--A 
Yo 






= Ya +--Yo A 





Fig. 2.20. Kraftverkan på en plan oregelbunden yta nersänkt i en vätska, 
För oregelbundna ytor är tryckeentrums läge bestämd av båda koordina· .. 
terna (ej enbart aven). 
Vi beräknar tryckcentrums läge också för x-koordinaten. 
Enligt definition på tryckcentrum gäller 
F x .. " Jx dJ!' 
c 
Enligt det föregående har vi att 
d]' .- P dA 0,0 (!'J g f"( dA 
v 
2.8.5 








tL == y sin o( 
F x 
c 
~ g sin O( r x y dA 
3 g f{, A. Då le 
== Ya sin c:/.... fås _ o a 
::: 
.J g Yo sin d.. A x == -~ g sin <..'(, f x c 
y • A • x :::: J x y dA 
a c 
y dA 
J x Y dA J xy dA ff xy dx dy 
59 
x ::: --- "" ---- == ------
c Y a A J' Y dA fl y dx dy 2.8.6 
Integralen Jx y dA kallas inom mekaniken cent.rifuga.lmoment eller 
.~2:2z,het~P2:<.?~~~~t och betecknas Cxy ' 
Om ytan A har en symmetriaxel parallell med y-axeln och dessa tillåtes 
s8.Jmnanfalla blir C :::: O. Bevts: x-koordinaten blj.r == O varför 
xy ---Jx y dA == O och följaktligen även C =: O. xy 
2.9 11...l9:.E2.!3t~_!E;y~l~_mot bu~tjJj~ 
~ dAx ~-"--""=:"'~'=~:""""-''''''''~r"''''''-'-~io--''=-'''~'~:'_~----~ X 





]~. 2 21 Kraftverkan })& cn buktig yta nersänkt j en v~~8ka. I 1 g. . •. , • 
-, 
.' 
I figuren är enl. föregående 
dF _. -S g y dA 
d]'x = dF sin ()( ::: .3 g y dA sin ~ 
dF = dF eos o( = ~ g y dA eos V~ y 
Dessutom är dA = dA eos tZ 
x 
oeh dA ::: dA sin r::i. • y 
Ekv. 2.9.2 ger vid integration enligt föregående 




lord uttryckt blir den .!..(:<rt~Jrala ~G"?:y:cl\~kr:.af~eE<~.:g.! ..... ~ .. n bul~Ug ~ lika 
mc el ~~.YDl'~l.~!~: .. _ d ~:~.2:~~2:~1~5:I~c;,l~r e.l __ ~S:!~..E~d t~ 11 E. e G~'ä~~E0:~2~ 
D en ]2.9.ri s o l?; t e ~:;'~~~_~:sy cl(k~!:.L~~~!:...E~J~.~n_~).~!Jd; i Q_J::J..a är l jJ~~ .. l}~::.d el ~~r:.._!.EY..2.~ 
~ v8;;..(;skan ut,,2.:::~å YJa~.y~:L~~'.:}.§l_jlIo;~}ct.~. 
Fig. 2.22. Kropp nersänkt i en vätska. 
En kropp nersän.kt i en viLt ska anta~j j.ndelad i vortikala volymGsegment 
med horisontella tvärsnittet dA. 
d/l ~n n IJ ' ;, 
r·"' ....... ""~~~_·_~ , 
61 
Den vertikala kraftresultanten blir 
dR = S g (y 2 - Y 1) dA 
Detta uttryck anger tyngden aven med volymselementet lika stor vätske-
volym. För hela kroppen fås efter integration 
2,10,1 
Kraftr~sultanten på en i en vL-i.tska .gelt eller delvis nersänkt kropp är 
1i1m med dC;J?l:.~~, dvs. den av kroppen undanträngd vätskemassans 
tyngd (Archimedes_princip). 
Archlmedes princip kan också härledas på följande sätt. 
Ovanstående f:Lgur föreställer en kropp nersänkt i en vätska med tät-
heten ~ • Kroppen hänger i en tråd. Spänningen i tråden:::: R. Resulte-
rande nedåtriktade tryckkraften - p~, uppåtriktade tryekleraften = p; 
Kroppens tyngd = G. 
För jämvikt fordras 
pI + G - pli _ Tt 
Y Y 
Nu tir J?' -~ S gV' och pil:::: 55' g(V + V') Y Y 
varför 
-3 g V I + G - __ ~ g(V + V f) '-0 R 
eller 
G- ~gV--R 2, i O.? 
., 
i 
Kroppen förlorar l:Lka mycket i tyngd som tyngden av den undanträngda 
vi:it skevolymen • 
J!~tt cirkulärt rör under inverkan av ett inre tryck fur en spänning runt 
sin periferi. Om vi antar, att inga längsriktade spänningar uppträder 
kan dragspänningen illustreras som i nedanstående figur. 
---"\. 1 ffi 
-+j <!{-
.'7'r'7"l;;':~71:S::--~~'''\:'~2--;:;::'7 
. : : 1 
I yl .J.: h 
Fig. 2.24. Dra8spänningen :i. ett rör. 
Vi studerar en tvärBcktion av röret av 1 m bredd. Om ena hälften av 
tv&irsektionen tas som en II fri kroppff, blir späl1J1ingen per m vid OVr:Hl-
sidan och undersidan F, och. F2 (se fig.). 
Den horisontella kraftJcomponenten Ph verka:r genom projek-tionsareans 
tryckcentr1}m och är 2'p.r, där p är trycket i centruml:Lnjen i N/m2 och 
r är rörets :Lnre radie. 
Vid höga tryck kan tryckcentrum förläggas till röroentrum, varvid F1 = 
J!' ooh 2 
F ::;: p·r 






Vid större variationer i trycket ffiDllan över- och unrlersidan av röret 
lnD.8te tr;yckccmtrums läge ber&iknas, och två CkVD.tioner fordras dä 
D) 
Den andra ekvationen lir moment ekvationen kring den fria kroppens nedre 
ända, med bortseende från den vertikala kompon~ntkraften. 
Vi löser ekvationssystemet och får 
:H' ::: p.y 1 
med y j. m. 
Ett 4,0 11 stålrör har en väggtjocldek av 0,25". Med en 
till~.ten dragspänning av 10 000 aim., vad blir maximum"trycket? 
och alltså 
p -- 1250 atm. 
Om ett tunt sfäri sk-t; skal är fö:t::'emå1 för ett inre tryck kan man ~, om 
man bortser från tyngden av vätskan eller gasen inom r,fliren ~ finna ut-, 
tryck för f3pälmingen i väggarna genom att studera kraftverkan på en av 
de halvsfärer) som uppkommer vid delning av sfären genom ett vertikal--
plan. 
Vätskan eller gasens kraftkomponent, som är riktad vinkelrät mot planet 
på halvsfärens insida är p Tt 1'2, om r ~tr lika med radien. Spänn:Lngen 6 
gånger den avskurna väggytan 2Tr r t, där t ä.r väggtjockleken, måste 




Olika delar aven strömmande vätska eller en gas har vanligen olika 
hastigheter och accelerationer. Rör81sef~ltet kan då beskrivas med 
hjtilp av v~tske- eller gaspartiklarnas hastigheter och accelerationer 
i hela det fyLLda rummet. 
Både hast:Lgheter och accelerationer är vektor!~heter, som vi kan be-
'.,';r -"" teckna med v och å respektive. 
I Car~esiska koordinater är x, y, z-komponenterna v
x
' Vy och V
z 
pektive ax' ay och yz' 
1'es-
-~"" -'t-I allmänhet tir v och a funktioner av tiden och även beroende av läget 
i rummet vid varje tidpunkt. 
Det finns två sätt att beskriva partiklars rörelBe i rummet. 
I den första, ~2~gr~:es metgd, ~r de rörliga partiklarnak1 l\'.oordinatcr 
satta som funktioner av t:i,don. Detta betydor att vid en godtyekl:Lg 
t:Ldp-cUlkt t är en partikels koord:LnaLer a, b, c och par't:ikelns llig"o 
, o' . 
vid varje annan t:i.dP'lHlkt lir gtvEm genom el\~vationer av fo:ernen 
Z ::: f 'z ( a , b, c, t) 
) 
Motsvarande hasttgheter och accelerationer blir 
v 
-- (~ i) a, b j c y ".,- (~JC) a, b, c ; v .- (~?:.) u, b, «-" J X Y' c) l~ z c) t 
_ 2 2 0 2 
c; 3 o 1 " 2 
a ( () X) Et, b, c a (_?2_~) a~ b 9 C El. (._~~) <~ b, c; 3.1 "Z - - - " ) x . dt;2 y z -, 2. eN J /dtl.- at 
Till~gget a, b, c till de partiella derivatorna är en påminnelsG om 
att a, b, c skall hällas konstanta vid deriv~ringen efter t. 
Ovarultllende metod är den vanligaste :L fasta krOllPo.:cs dynuJJ1:Lk, dlir det 
ofta i:ir lämplj,gt a.tt identiLLera en diBkl'et (avskild) partikel (t.ex. 
i ttdcn. 
b'! 
När det gäller en vätska eller en gas blir Lagranges' metod mycket svår-
hanterlig eftersom beskr:Lvn:i.ngen av ett strömningsfält kriiv8r tre gång·-> 
er så många parametrar av formen x :::: f 1 (a, b, c, t) etc. 
Dessutom är vi inom hydromekan:Lken vanligtvis ej intresserade aven 
partikels rörelse i detalj på grund av att vätslmn eller gaGen kan 5!:~'­
formera~;. Hellre vill vi då lära ki:inna relati.onen mellan strömningsegen-
skaper vid individuella punkter i strömningDfältet. 
Den andra metoden~ att beskriva en vätskas eller en gas' rörelse, ger 
oss mö~jlighet att observera strömntngen vid s1umpmi:i.Gslgt utv:tl.da ;::ruf!k~ 
ter, utan att behöva ta hänsyn till :i.dentiteten hos de partH:lar, som 
uppträder vid dessa punkter i ett givet ögonblick. 
Vid användningen 2.V denna metod, ~uL~...2!1etod, observeras Dtrömnine;s--
karakto:ciwtiJm i närheten av bestämda punkter, när partiklar passerar < 
Beskrivningen av det fullständiga strömningsfältet är väsent1igen en 
ögonbl:Lc1u3b:Lld ay varje pax't:i.keh; b.astighet och acceleration. 
GrUl1d.'3killnacleX1 meLlan de två metoder:O.H liggor i det förhållandet att; 
i La.c.ral.~ti (') s..2~<?~~ o~ äx' J2.~r !_~i~}Q:.::'l:r' l~§}j k () (~r d). Yl 8..!? I' Z, i YY.l:,8. S ClIl~_. f12:~l]~_"\:. i o:n ()~_~.Y.: 
.:.t i d e Y]; If, C d an i ]<:11 :l;s:~.l!!:Y t~0l._.p_ar t :i;Js..e JJ:~!.:~:t; :L.e:h e t..9 r,!}~_.:L 0.1 ik 8 .• Y.2:~n k t <:: T :31' 
satta. f;om funlc'c:i.onc:.J:' tidm:1. 
EulerD hastighetsfält är givet gOl1Dm 
.>",.. ~.". n'P' ('~,~~ 




f (x, y, z, t) 
x 1 
y _. f 2 (x, y, z t) y , 
v· .- f·z(x, y, z~ t) Z 
.J 
.....4J'''' -5.' ~~} .... 
och i; j och k är onheti3vcktoI'eI' lf3.Dgf3 x, -:l resp. z;·-a:x:larna. 
Vid anvi.indningcm av denna metod kan vi uttrycka baDti 
_._._-_._.~---.... -.-..... _-._._._~" ..... 
i närheten. av Cn punkt genom dc part:iella derivatorna. 
roende variabJerna x, Y, ~, t samt de totala differentialerna. I t 
n:i.ngcn: 
uv 
-~ v -"dvx ~d y d v x x x dY __ o 
'() t dt + ()x dx + ej dy + (:) dz x y z 
Komponenterna till den tj.llryggalagda y~gen iir ej oberoende utan teek-
nas 
dx :::: V di; 
x 
dy -_ v-y dt oell dz - Y Z dt 
Genom ins~ttning i ekvationBn ovan efter division med dt fäs 
dY 
X 
dt :::: + v x 
- v-d x 
+ V -----+ 
Y d? v z 
Detta ~r totala deriva-bnxl rep:ces~;mterande .l~_l]fl!~J}~!fSirij.ndriJl{~c~12 :L 
x-riktningen för en partH:eJ., som lJ,pptar ett best~mt Hige i rummet vj_d 
en bestämd t:Ldpunkt. 
:L:iJ,:nande uttryc1c fäs på Gamma sätt för y- och z .. -riktningarna. 
Vilken som helst anr18.n egenskap hOf) en vätska e11er gas kan behw:ldlc1,8 
på GEtTIUll<:t sätt. f;ålunda tir totala tiithct8föröndringen hOf) en (kompres-. 
clq> 23_ y ~0S '6 ~' 
.. +. V + V .+- v dt dt :x: x ;7 'ö y z z 
För de tre accelerationskomponen-berna fäs 
a, .. 
:x: 









fl. .- d'" z I.J 
... 
. .... 
'--"'" V o x 





d V c x 
eJX 
uttryckt i vektorform 
""-~Y' 
f t :::: 
eller 









Y ~"-"-, o ". 
____ L 
.. -~, y <..:> 




El.. ;j + a k y z 
"0 v - x 
y 
-c:) 'z z .J 
.. _'" V ~_l y 
z ", Z C':J 
'Z j . 
r) 
c •• 1 
..... 'i',... 
där vekt'oropcratol'n V ("nabIa ll eller lIdelI!) definieras 
_.". 
i Cal'tesiska koordJwl,-Ler. (En härledning av '\7 med tillärnpninga.r läm·-
nus i avsn:Ltt 7.2 sid" 191-"198.) 
Om alla lokala accelerationer ar l:Lka med noll, benäl1lnes l'Öre]Jlen sj~~~ 
t · )'1' ,:,'t· J'o 1 ;,' (1 q, 'f' ~.;. ,. r;]r't ,',,' J J 1 1r,j, lE:, H .. en \.u.L an -,-rc~s .} <111 pu .... ,." l,J,." p'-.. n,,,. v 
punkt sker :i..ngen förändring med tiden" 
i rummet, Iucn j, en best::imd 
ara alla lw(\vektiv8. accelera onr;r är l:Lka med noll, i:ir :r'örolsen ljJ(·~ 
fOrIn:i. ( n, (' Dl OV"'- "1"'0"" .'. ·,'L !t ~) (., 1-.) O J. eLd,. ~. 0, p.L C (. .. "I' , 
Ar den konvektiva accelerationen noll betyder det, att; ströni:ningen Lir 
parallell,. Hastighetnvcdd,ore:nw. är i l:Ud'o:crnig str'ömn:i,ng ävera11 t pa·-
Vi har sett i kapi t0.1 1, att har:;LighotDg:n'J.d:i.enter geT ett rns.tt på !:le~ 
Eor~r~~ol'l(;!): och att fJkjuvspänn:Lngal' uppt:dic1cr :\. vtcokösa vätskor bc:f'o-
ende på dc~f'ormation0.n. 
1~;X5??~~~1at:!:.2..:~?~~~~~ tir 1:~.Lr.:~s:3~2~~lLSli.", medan .~jk ;j~vcJ8i2:?2:lj 1~G.~":Q-. är dYl~(l.m:LfJk (:Ln be~> 
grj,per en kraft). 
SålecIec är vhikoa:iteten den mekan:i.mn, f.lOlll til1aa.mrnans med mar"sve:ckan 





Enligt lagen om massans oförstörbaI~et förblir massan inom ett system 




där m är totala massan. 
Newtons andra lag för ett syslem skrives i vektorform 




är resuJtantcn. till aLLa yttre 
lcrafte:t' s "V'iJ.lr3, ve:r':kEt::C P;3~ 8;'l~)tCJnc::t, :Lrll:rl'l1D:L've rnaSf1]3'..t'uJ'tE::r, sorl "G ~ E;}: (I 
"\"'""t~ 
tynGdlD:aften~ och v iiI' hastigheten hOf! uYf3temetL'l maf3[~CentTl)L. 
En kon.trollvol hi:.inf'ö:c ,n. C; till ett av::nl.itt av rummet och Dnviindcfi 
vid analYlcicn av flöden :1.1} :L och ut ur :i.fre.gav8x'il.nde rLvsn:i tt. 
Gri:inse:CTJ8. till en 1;ont:col1volym t:i.r d(;:Jf; )~onl;Eo:~l~L.t::!~:. Storlelr.en och Tell'''' 
men hOf:3 en kontrol1vol;ym kHn ta}) bolt godt.yckliCa. 
::....-__ ..:.~ ___ ._ .... _ .. _.c. __ ,;c_.-'-'--~.,_' ..... __ .c .. " ... " __ ... -'-t fHl'V ihl. el e s v i tl här 1 c d ni ng f:;, v ~:.(~}~t :i:X!:1?:t !~.~cJ~:~:::.~._~.~~E(::.~l::, 
s ekva"t;j.ouc;rna 
Oavsett c;trörrm:i.nc;cns natur [~.r den uDderko.stad JölJande lr..~c;aJ'? r~o.m kaLl 
ut trycka:3 analyLL :"kt • 
1. Newtorw rö:cclGolagar. 
2. IJagcn om. ko:n"ti .. nuitc"l; eller J 13,gen om mrwsans oförstörbarbet • 
1 :13. hl1VUl}c;utuen~' l<:tt 
vannad menas, att det 
digt uträttar urhcte utan 
alla existerande ene r iiI' l~ onutrmt. 
? ~ D )-lV,V'U(J ~:;U.t~3()n! Jl~tt 
dvs. dc: l; il.c ollJö;jl 
uX'be te, om crw 
4. IJagen om gränsförl,ål1:ul.dcnn, Dom Bäger, att v:i.cl grUJH;Cr ;3kal:1 v~d;,> 
knns (eller gasens) llastighct vara noll, och att en j.deal vlitska eller 
gas ej kan överskrjdn en gräns. 
5. Newtons viskositotslag. 
Det är liimpligt, att först anvbind::;, konLrol1volymbegroppet plJ< en god~· 
tycklig egenskap hos ett system, för att sedan speciellt överföra det 
på kont:i.nu:Ltets·~, energi··· och :cörelsemiirJgdc::sambanden. 
Vi betroJd;ar en strönruj.ng :L vj.lken strönming;JIJ.astighetco:t} är g:i:ilcn rela·~ 










tid t + dt 
In ströIfrutngs·-
-:-l-ta 
Fig. 4.1. System med idontiuk kontrollvolym vid tidcn t i ett ha8ti~-
het~,fält. 
Vid tid.en t bcfill:nC:.~r D5..~; eIl V':i.8fJ rna.r.)f:1D. :Lnorn ~;]ystornct begl"'t-ixlfjclt u:v (1.C11 
taljor eXAkt meJ oystcmct vid tJ.den t. Vidltdcn t i· dt har ·1· l' 
erdigt Tig. 4.1 b" 
y rörclr; ) J. "je) " .• .1.." Id 
( .].. . 
\ l, (. C 
r.~.Y ::d:, c:rn c: t Y1Ji t:L dcn t 1 o ch 1:\ [;c;c ;:;:1 "' 
1-' 
tidsen.het av' H hos [3ystemet b;l.n Dll t'oT1Dllle:cas ut:Lf:c:''tD };ontrollv 
greppet. 
Vid tiden t + dt består systemet av volymerna II och III i fig. 4.1 b, 
medan dE;"!:; vta tiden -L upptar volyrn.erna I och II. ÖJccingen :i. egew3lcapcn 
]J hos s;yrstemet iiI' då given av r-elat:LoX1cm 
N 
syst. -t + .- 1'1" .t '.7:. (1 IL ~~ dY + ~ 1"( S7 dV).. .c. .0 dt .','",/,.Q·t. t ~ dl 
.' II '" III I . r 
Vi flyttar om och dividerar med dt 
lZ S dV 
-l. dt 
d 
f', It c.C:: d Y 
'i II t + ö-t II t 
•.•. _.'_~'.'W .•. '.~ ___ ' __ '."_~_. _____ ~. __ ". __ ' .. '._".·_.'~._. __ ."_. __ ~._ + 
d-t; 
S' dV 
Termen till vii:m.,tor lä' ökn:i.rtgen mr N i medeltD,l pc,1' t:i.df'lcnhc,t inorn [3 Y ,,,-
teme-L under tj,de:rJ cH" I l:imCJd) dL, d-t 1'Jiirmar SiC O bLil' ökn:i.nGen dN/di:; 0 
'r]' l'j' 10 .~ .~lrn08 .1._1.1' OC .). S [:L de två :f:'ör[3ta termerna t111 hö{;cl' :1. (;kvat:i.OYICn J.nnc,-· 
h{tl1andc vol;yrn II) enligt dcfin:Ltionerl en partiell derivata 
--?; ('" 
. I.. o C".J,·\f I le ,J 
t J KV 
e:f-[;cJ·,;orn volym II 1>1:1.1' dc,tDDI:}li"Ja. 130m. kontroll 




,):r11 t + dL 
d 
,(!j d.V 
:.;; jh: ,~i) v dl> (;0:; 
l. 
r t :L c: ~w n l:J c t 1.1[; nr' kon l; r o J 1 \' o 
! IL 




där dA i. fig. ~.1 c är CD. vektor rcprcc)()ntcr::1.ncle et.t ,ylelement uv ut-
ströDulingsarcnn. Den ti:r:' :c:i.ktacl vinkc1Tiitt Eiot kontrolJ vol;yrnen;:; 
positiv utåt. c/-. iiI' vinkeln mellan hfU:ltighetsvektorn och ytclcmentc·tc! 
vektor. 
tidsenhet :Ln 1 kontroIJ.volyr:wn med negt'l"t:Lvt "tecken. I limes fD.8 






~ " .. L.,,("'111" ""/aC ,f 
~~.l.ld VJ_ )~. _LO d ve 
Som framgår av fig. 4.1 el är O( rJcgo;c:i..Y i detta falL 
De två termerna givna 1 ekv. 4.1,.1\. och 4.1.5 };aXl ~~ammanf'{J.tta:J:L cnl e n Chi 
., ~?~~ 1'. ;:.-'" 
ta{).tfJ vederbörlig hiiLlfJyn t:.Lll "tcc]:en och D,tt v " dA ä:c lika med nol.l, 
då de;t; e j förekoLnner ut:ccimn:5.ng över gcäl1i:;en. 
Sam.manfattn:i.:ogsvi::.o fås 
dN 
.. ~ r (' 'I<-·-t i <-c-
c1V . _. J h + I lo' <? " dA d-t at le ..... ) K<' 
" KV '... 1-) 
4.1.6 
(fixerad relativ~ xyz) 
plus nettout",trömningc·))1 av N öyer kOlJ.trol1volynli3grö.rwcn" 
utan att påverka lroniirol].nYf:ltCiTl.ct:,; oett clUi3.':') vnj.ngars dynwniGka egor 
skapeT giLLler c~;:Y().t:LOTl !j,,1 ,.6 o)'] l-:::o:nt:r'o l1vo1 y rll CH1. , bNl'!:;i:J;ic1 till utol'lck: 
och utformning? har en. Li.kJ:'ormig tT'n.ns1atJ.():oJ:;ha~1t;Lgbet. 
ko:ntrollvol 




I elev. 4.1. G låter vi }II VI'u'a syr3temets mar,;::>;;], m. Il:. ar då llH:1..SSCl. peJ' 
ma,rJscnhet, dvs. lika med ett. DL:. :f{,~s 
f r s () 'Y\:~:'~ c.).>. O .,,~ c) 9? dV + v ~ dA ~. 2.1 t 
-4 KV" j K3 
lord anger };oJltinu:i.tetockvatJonen för en Jcontrol1volym, ('1tt mf:t[)[:8J1f:3 
ökn:Lnc; per t:i.clEienhet :Lnomkontrol1volymel1 är l:Lka m.ed nettoinfl öcIet per 
tidi,H:nhet in i kontroll·volymen. 
]fö:\' ett syu-cc:m anger -ccT'modynwIl:Lkc~(tS t'öT':=->ta huvudsal;co, att den v:jT'mc 
Qn 5 som t:U1:['örs sys t CJTl cd; aLLITLUl cl.rbctct VI '()tCör'C 3.\r systemet; Cmdfj,st 
beror på systemets begynneJsc- och sJuttillst&nd. 
Sk:illxw,dcn j. tL1Js'CEtxJd hos syutcn18c; SOla tir obcro(:;n(lc) D.V vEgen :f:'r(~,n 
begynnelsc- till sluttillst&ndet, tir allt en egenskap hos systemet. 
SJr:Lllnadcn ltD.Ilas fÖ:l~iit)d :~; 1\crmod;ynDJTiLkcllG första lwvwj, 







d- Q ~.. a' \f,1 el'[", Il ."'~ 
,_ d r j KV 
d.W 
t --- t 




.... / K8 
(b) VY fr' __ E!~12KC:E:!.LaJ:..?J2.~~~~::~~.:.iI~:Em~.:? (slejuvfJpännine;arnfJ.fJ) arbete utfört vj.d 
systemets gränser på närligGande yttre vätska eller gas i rörelse. 
(c) W •. , vridningsnrbete utfört på ett roterande element inom systemet u G -", .. _-_.~-_.~_.~ ... " ... _-
och fört utanför systemet genom en roterande axel. 
Således kan vänstra ledet i elev. 4.2.4 skrivas 
dQn dW dW, clW ut. dE ___ J~ fr 4.2.5 ~ .- .. ....,-~~~-"'""'"' 
-dt dt d-t dt dt 
Energion E är lagrad onergi och är lika med dess specifika värde, energI 








e y förbunden med 
vätskcUl eller g8.scn lokE'.lu. hac',tigl:J.et v rela t:Lvt referenssystemet. 
Den totala lagrade anergien per massenhet tir då 
2 
v 
e .. - e + e 'i~ a -- u + c + ') U P y P (,~ 
I J~o-O'C'~0 ~~0·vl··ta·tl'()·JA0~;)'·1+ ~x' c _ . .l . ·,.u>" t.~,.c O. 'c ... .1."'0."-•• v et. p g z där z är vätskan eller gasens 
höjd över att rcfcrenDp18~. AlliDå 
-1- U + g !" 
Vi JUl):! före 1; konstat cn'a j [J, tt a:rbc t et per t:Ld f:) enhet, !3 om utför,] av nOl'nFJJ.·~ 
t:r-ycket på cm cnhcd;;;lyta ti.r lih.a wed. en1"J ct:c:)\:l"aft en. p b()J'oende på det lo~, 
tD},ompO:CJcntC)'l i kraft:c:Ll:i;ningcn, o].:I.c)1' för' 
kontrolJ.systemet. 
dL 
... ~ "~~~...J'" 
Här riiknLl.s v " dJ~ flöde j n i kontrol1vo1ymen (vinkeln ex. 
Förändrineen per tidsenhet i den lagrade onergien E blir lika med netto-
energ:Lnöd et per ttdsenbet genom kontrollvolymen phw förändringen per 
tidsenhet j.nom volymen eller 
dE 
. dt e J dV 
Den allmänna energiekvat:LonGl.1. 4- (; 2.5 kan ljU skrivas 
dQn 1s dYl" d'H '"":J rQ ,,-0"':;;= .\' ut dE J.: r u P G dA ~ - ~-.. ~ di; dt dt dt "t ~j \.J KV 
dQn dW dW ut fr 
:::: _ .......... _""' .... """ .. ". d-t dt df. J f ~,.~~p ... :.~ p " ciA + e) e .;) 
. K8 KS 
dQ··r dW f dVi is "'.-0:;:''' -~) 11 ·:.r ut (_E e) -=~;:?" dA •. - ""',,, ... + ~ v . + dt dt ett S '-' 
(' 




.. -\,l1.> ",-'::,~ -~) I 
v <, dA + ! c) i;J ,.:) 
(' ) dV (i) el t ,,') 
,./ 
För system i jänwikt med små oller inga förändringar i rörelse eller 
e 
beroende Iröl ;j .. 
Antar vi att e i ckv. 4.2.6 endast beror av jordsns 
p v" 
gravitatjonsfält 
uttryeJ;;et på e (cnl:i g"li ckvat:Lon 4.2. '() till e 
dQn 
cH dt 








('~ ciA ·l ,.,j 
Vi.d anviinclningcn "lV eJ;;v. !J .• ?, n ~j<I' det :U.i.mplj,gt att ul:Lrn:i.rwra termen f (5;:' 








Fig. 4.2. KontrollvolYffi f~r energibalansen i 
en generell anordning. 
}i;ftersom hastigJJctcn är nolJ, v:i.d fafJtlD,gda gränDer och då det inte :LLnns 
några tangerrtialkrafter vid (1) och (2) Hr arbetet åstadkommet av skjuv-
spänn,:Lngar l:Lka ulcd noll. 





ledningen aven liontrol1'volYlflU lineäca rare,tu sekvation med hj 
ekv <- 4" 1 • 6. 
Vi 12d;cr II val'il den l:iJJeijrt1 rörclc:,cmiinc;d en rn -::; Jl0D f3Y~) tcrnct och fl. vcl:r'u 
derl l:Lncära :CÖl'cl::wm~ngden p(;:e )!lDJJUmlhc'L S ~~} S ' 
Då 1:>:1j,1' wed av ckv. 4.'.2 och ~.1.6 
v dV + 
lord utt.:t'yckt ih~ den resulterande kraften 9 Dom verl.;:ar på en kontl'oll~· 
volym lika med Bknin~en av den linetira rBrelsemlingden inom kontrollvoly-
mon per tidsenhet plus nettoutstrBmningen av lineär rBrelsemängd från 
kontrollvolywen per tidsenhet. 
not kan vara lämpligt., att lwrtfD.ttat berBra .~Si.~~s:.L~~y!!~iiJ!.e~~~~.:h22S:2:J2-E0]':. Denn: 
lir, som förut påpekats härledd ur Newtons andra lag och har följande ly-
clelse. 
VcktorfJlJJT;Jnan ]' av alla yttre 1\.:cafter 5 80m verkar på en vätflk,:';.x, eller 
gasmassa , är 111m med förändr:Ln.gen per tidsenbet av vätske~· el] \ ,r gO.8-
*"""v},;.." 
massans lineära rörelsemii.ngdsvektor NI eller 
4.2.11 
De yttre l\:Taf"te:cna tir av två slag: 
(el.) .E~~~.!!;:':}~D:l:L~?")':~ som j,lmefattar 
1) sådanc:t, som ,1erY;8,T' vinkelrätt mot kontrol1grLiDuon, oe11 vil1w. ki:ul. 
j, vilt ske- eller gassystem, J~ 
P 
2 ) o-J 8::-1< . E1YHl , vLLJn:t ver'];:nX' pari.<Llel1t liwd JU)ntl'oI1gl'i;i.rlserna~ OCll EO}ti l<:D,L~ 
.. I • 11H3.: G (J, f3 :L teJ'Inc~c 
netiska :CÖ1t. --jr. 
, m 
El\:vation 4.2,10 kan nu f)1~Ti.vaf' 





\..) dV + 
~v-\"". "-":'i -. 
,,< V ('> d/t 
"'.J 
p ~ .: fr 
IJ.2.12 
rotatioDsfri, rota'~ioDsfri osv. 
ti.ken. V:Ld turbulent strönmj.ng rör ciig vätsko-· eller i?/:u3pcLrt:iJclarna 
ott oregelbundet s&tt från CD del av vHtskan eller gason till on annaD. 
Pörloppct hr et likt (len lnDlekylLi:cFJ. rörelscniC{rigdstrD.nsportcn bei3kr:L'" 
ven i av~mit.t 'j":3 Bid. 1'1 och '12 mon JÖrsiggo.r 1 en mycket f3"törre Db:tla, 
tuscn :molekylcr) till att varD. myc}s.o"l; C'~tora (tuE:on"ta18 kubik,," 
meter :i cn flodvirvel ollo:c :L en Et tmor.;föri.sh: luftblåsa). 
I en situation, dlir stromnlngen antingen kan vara "turbulent eller icke 
turbulent (18.m:ini:ir) åstadkonJ);v"r turlmJeru'J större r:::l:;juvi3pLiJiningc::u', fi.n om 
ieke turbulens r:::l\ulle ba :cått 9 med fJt15rJ'e frilr"t;j.CHwfÖr1uster som fölJd. 
också variera med 
är p:cop ort:i OLI.C] la 
längre f:CElTl1 v ) 
ji:ilmlD' 1 bredvid va'J'fmdra 
dor Dl~;juvspti)']nj.j)g med v:Lnkelc1efo:CJnat:Lon. 
Vid lsTn:L:nicLl.' strClmning v:c;iiin'n1:r verkan av y:Lslc:o~J:LLeten tenderwer tj11 t1).}'~ 
bulcllS. 
Lamintir otrömning ~r ej stabil i situationer med låg viskositet kombi-
]}eTa(] lJ1cd. hög }JaiJti ? utan öve:r:går lätt i "tul'b1..lJ.cnt wb.·öm.ni.ng. 
En ekvation liknande Na~ton 
,-"" dtir v 0-< rncclel1}Flut:i 
y 
---
y + yl V -~ V + VI V .-. V -1 V' X X X :)' y J' Z Z Z 
där t 
o., 1 
.r dt etc. för <' .... \.1' _. t v- v och v :x: x y z 4·.:;, :; 
O 
Eftersom fluktuationerna hr bAde positiva och negativa blir medelvlirdct 





Att mcdelv-ii.rdct av v (och na:cml.B [;ätt ockr,;å yl och VI) Lä, 1i1m med 
')' y z 
noll för ett givet tidsirrter~nll kan illustreras av fig. 4.3 för vind-






Fitg. 4.3. Variationer i vind~lBti eten tör en riven ri~~ll"D~ (v ) 
.. ' 6· " - ... ,. v"., .(, X' 
01101' gaflon 
virvelviskositets 80m boror på rörelsen och don81-
En :idp::d. 
dct tö:cra har en IlaD ti OG relativt d U:(i uv 
Grii.usskikt kan vura 
1 
sL:d51;l.jJ sLi eten i dc~aB n~rhct och 
gon ylirme överförs till eJI 
bo:ctt:ca.n 
b c··· 
av vätskan eller Basen ej ijndras med tiden. 
~rill exempel, om hEW"tighcten i cn VjSf3 punkt är' 2.5 mi sek i. posittva x·~ 
tigheten i den givna riktnjngen i obegränsad tid. Detta kan skrivas 
På EW.JTllJ1D. sätt f_)kcn~ det vid f.,tationär ntrömning ingen f'öriin<'irinc med tiden 
i en godt;yckLLg punkt av el ens:L'te"ten ~ , trycket 11 eller tempera.turen ~:'. 
Såled8[; 
Vid turbulent stTörnning uppkoxmncO!T' al1ttd små fluktuatiom:r i. ha,sticheten 
i en godtycklig punkt. Del'irl.itionen av otat:Loniir strönming r:v.'tste här cc_o 
neralise:can InGd hiinr.:;yn till de~lfla. fluktuationer. Detta i1hwtrerew i 
fig. 4,2. 
Om t:i.c1t.nnedel vErdena för hautighet erna enligt ekv, 4.3.3 
t 
1 r dl; \1 _. t v x x. ~O etc. fUr v och v Y z 
generellt illu8tn~rat :L f:Lg. 4.2 genom den horisontella linjen), e 
ändras med tiden, 
ers~ttcr v i formeln ovan. 
}"':':3.. f;~ ro (; (1 't.. ~i. (J c~ Yl 7 (J, 
Vatten, som pumpas Genom ett fixnra·t system med konstant n~iD pcrVici 
tiontir strömning. 
':&j;;1~~f.<2E::n2~~J;;_~~~~.?,:Q!]~:~~\i]J5. up pkommcl', när hasti ghet ~rvelct orn är :l.d ent:L f;};: (ti.ll 
storlek o c 11. r:UdninG) i var;jc pudel; i ett givot ögonblick? eller J ekvci M 
tionsforJrl 
varvid tidol} hälls konstant och da tir en förflyttning i en godtycklig 
:dktn:Lng. 
Ekvationen anger, att det förekommer ingen ändring i hastighetsvektoI'n i 
någon som hel.st riktning tans j vi.L-[;slcan i ett godtyckLLgt valt Öj'"> 
den. 
Definitionen på likformig strömning kan också i de flesta fall utstr0ckas 
till att gällD, för verklj.g st:cönming i e:n vij:tBka elle1' on g,1,8 l. 01)})l1(3 
eller t~ckta ledningar, trots att hastj.ghetsvektorn vid en Grlinsyta a11-
tid hr lika med noll. 
När alla tvärsektioner av ledningen är identiska och medelhasti 
tyckligt ögonblick f.l f)·tröFu:}~~.J,"; ~'." 
en ya ra 
rakt rör har likformig strömn 
l' olikJ'o:nn:ig [Oj 
En vi:t t; ::;;1\.11 el:1 eT krinG cn given axel 00-
Är en friktionsfri dCS~3 
senare rörelse att bli rc,Ln.ti ons om j"otation oc!; 
rotationsfri strömning i avsnittet 7.4 sid. 20~- 20~. 
sektion uttrycks orta som medeJvlirdcn av hasti et, densitet osv. SLröm-
ning genom ett rör karaktcrJ.seras vanligen som endimensionell. 
Många praktiska 1J]'ob10.1"D kan bcrwndlai3 cnkla:co om man cJntDJ:' cnd:i.men· 
~3:Lonell Gt:r-ömning ti.l:) om llli,UJ ukul1e ~;:Llli::iJilpa ett tvD.~" oller tn;o.:Lmonf;:Low. 
nellt botraktelsesätt, 
en kontinuerlig linje drTIgen i vUtskan eller gasen, 
4 t. .., () ,~ 8 Fl \ • '-I- 8:l. (( I lY ) .•• J , / ' 
Nt.J.gon erl ström1:i.nj c l\:an c j uppt:ri;do, då det te. sJml1e :för:'u~> 
sättel Len' :t. en ocb samma punkt., vLU(ct vore o:cLml:ic;t,. 
Eftersom det ej föreliGger tfJveJ<:to:t'llU J':Llctn 
:i. en god 
al1t:i.CJ. :L tJl1. ström1:Ln;jen 5 vc:trlJ.Y 
följer att 
ick till ett annat, eftersom hastJ 
tindras med tiden. En 1)';e1 följ e:c en GtröITl].iJ'lj e UT1<:;t bLi.c),c-c, 5 (;l) 
annan n~sLa ögonblick, varför 1 :L}~}J e; t el 
cn ven strömlinje, 
mensionelI st ges j 
fig, 4.4, dUr strömlinjerna w: 
Ji':i.g. 4,4," Ström1 inj er vhl f.d,ntionär GtrOf:Hl.:Lng rrmt en cylinder mellan 
parali.e}l.a väggar. 
Förutsättnincarna anger, att ntr Btrö~linjcrna l 
mellan tv,l ni"tr1 f3tröwlirlje:c 5. ett 
.. l 11' "Le 'l ). :Lr s 
heten'\:'1 ,~ 
minska t.\ q i l:i,fCC u ba';:Jt 
Ett strömrör är ett J'ÖX' , 
sluten kurva. V~d stationär 8 
av rc,'Lröul].:Lnj or 
och kan e;j Ila strömning Cenom sina 
voktorn c j hn:c nftgon 
Ö Jcklig 
D tI'ÖIJ1.1:l (~ 












Pil.', e 4.5. Stl,ör::<l:i.nj e:c och bmJklxrvo:c; (a) bHG1oighetsvekto:f'co:cna 
till strömlinjerna. (b) sbrömlinjo och ba~a~rva. (o) 
läDE'):: on Dtrcjmlin;j 8. 
,.,'1" 
Vi har att dr ~ dx 
I ltmef3 ril' 
en ntröml:jn;j (, o 
En EG:d5;nl:i,njc iLe en 
i rummet i ett givet ~gonbljck ett 8~dnnt 80tt, att 2110, 
I~'-' 
1oorcor tir tongenter till J.injoD i 
l_,~ 
3&1unda anger strömlj.njcl'nB rörelsens l'lktn 
ögonbJ1cke 
var;jc 
förblir 8trö~liDjernu fixerade med h 
I cJ\~c: ::.: t at:L o rJi.!, J:i kf () :crn i 





:J. (L:] (i :'j 
UI 
clx dl( 
v ,," y ,-, ---~! . .-; 
X dt Y dt 






Alternativt kan vi skriva, eftersom hasti tsvektorn tir en tangent 
till en strömlinje, vektorprodukten 
_~~'Vt 
d~r dr - ett bågltin[cdcelement längs strömlinjen definierad enligt 
f:Lg. 4.5 (c)" 
Sålunda för ett tredimensionellt ftilt i Carte siska koordj,nater 
y (Ix 
-
v dy y x 
v c1x -, v dz 4 "Ii .3 ~ x: 
y dJ' .-. v cl;~ z y 




S dV + 
trol:J.vo mellan sektion 1. och 2. 







Fig. 4.6. Stationtir 8t~ömn~DC Genom ett ntrömrör. 
är den ~ v 
"' 2 2 Eftersom det ~j sker 
Ovnns t21cn dc! uttr;y ck lil.' kon L j nuJ te 'tbe}; v'atL onen tJI 
L ett ströBrör vid stationär s 
ti:r go el 
längs cLL ströwrör tir 
Om donsiteten ar konstant, '<j ,) :2 
(JU 
Ila fö:c el} ];;o:CJLy'c':LJvo G()JnJ1Jan.fttl~L(~}· T8.Cd. CJl rö:t"'}.()dn.il; ~~ 
1(1. j<rJ.'t~Ct·~rt:::cu:c (:]\·v· (., I; fl 5 (~2 och }\2 och frr 
J~1 CiA 2 
I • 4.7 sLudsrar vi cn endimonsionell 8tr~lln 










dA ... r I e(x) df\ -- 'v < A 
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r V 1 
v' 11.
1 
2 v 2 
/" 
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J V , 1 , A
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dvs. vi antar pa-
då c:on\:)rcl1 t 
r, OC)) 
c. 
Gom por tidscnhet p88GOrar 
tV:t:c;:nj(·'[, eJ] (;l.' 
q ".: V c 1\ 
Antas viitnh cn dQ passcru cn tv~rscktion undar tidon at 
) el10r den momeni!n.na viit 
Ar s-crörnn:ingen stat gäLler 
Vi har då relationerna 
-- A .!. Q . - q t o •• V \i 
Q .. cn cld:l.gt uttagen vdtskemlingd 
q - vätskemängd per tIdsenhet (flöde) 
v - medelhastighet 
t ... t.id en, 
5 ,;OUl per 
Vid s'tat"Loni:Lr ,c1'trönm:in{';; cHi.r dcnsitc(;con tan anses kO)J.st~i.YJ.t, ckv. 
4.2.'1 fOT'rncn 
~~' r dA .. o 
j KS 
Uttr'}'eJz.t;-l; [J.l'lU:e1'5 at'L n,ett()'V·o]~y".nIut:flödG·L L',I: lik~3, Jncd ).J.oll? dV'ut> l:.~OYl·tJ'()11.,." 
volymen är alltj.d 




el " . L .. 
I I )))" , 
/"" ... ( 
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komponenterna i x, y och z ar v v och v rCBDcktivc. och x' y z' • 
lir denDite'ten, 
Vi studerar först flödet genom de ändytor, som är vinkelräta mot y-rikt-
'--1 
,~ .. ;\,.~, ( (l V ) _.. dx eJz y) y 2 
e t't err3 OJ I1 C; 5: och y antau var:\.cr'D, ko:ot:L.nucrl:Lr.,;t r;tmom medtct, I ut~ y -
trycket 
Tf1.C IlS C CYltl'lJTn. 
av maGsflödet med avsGende 
flödet ut ur 







( (\.) v ) d dy d ~J Y ,) J' 
i kontrollvoly", 




,_o \ (' V 
l._.~J. 'S 
(" v ) 
J :> J' 
nv d){ , ..~: 2!" d ~~~ 
_._~ .. J 
:De D,Dd:co, axelriktnincarna cer liknande ut varför ncttomQSBut-
fl(i(l,c\. bLir 
[- x ( ''1 ) -\-
x· 
ULtrycket ovan ~r b deJen av högra ledet i ekv. 4.2.1 (O ~ 
,f J t,) "0: ,. ('/!~.). Viini1 L:c';l. c!c:lun ,YV,hÖgT'i} lHlc;[; blir dD för ett eI 
,') 
" I(~) ,. 




dz går mot noll och ~fter division med dx dy dz, 
blir l;o:r1.thm:it.8tsc~kvat;j.oncnl. :i. on rnmkt 
ra ((.'v)+ () 
():x: '~x y v .) -I Y 
,,:sibcl eller inku)ilprer:isibcl, 
För 
till 




vaJ' f (i l' 
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som efter integration ger 
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;.l nej] k :CO;3 
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........... '1. -I- ., . .' ...... 
\ \ 'j 
är v 0'0 O 'o Vi f 
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-. v .. O 
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".",. ".", 
V:i. b:i.lda';> ::?:u,diira prUd\ljzten av och g v o e 11. 
".~ " ~,->,. 
ci'l;cJ'::3orn :i ., :L .• 1 ~ 
Ekvation Ii· {15.1 2 
j + y 
(. j ~ O et.c. 
då fOTJfJE::D 
. «( v) ... 
och ekvat:i.on 4.5.13 bJ,ir 
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( C, c' ,." (' ,1 O) u ~ J. t L):" r c j (). 
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don nedre och (p + d.u) dA den ÖV:CC be 
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d 1\. '," Jil g C:O[j 
elJ.er c:i.'l:c 1·' 
Dt\ bl1.r 
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,o, t1 ~_ 
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~.- >o .. (5 
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~) 
dl' ,. do 
dl' 
"'() D 
J el' \i 






:lh.g, il" 1 (l, Kont:col1 
över l;on 
I fall, n~(' ekv. 4.7.1 t 
över en tvhr8ektion. 
de v 
01 iL:e. c~ 
])u;") :.i.n·i·;e{~::cc:t'a.d 8 fOf'nJc:n [3.'\( l"J~.V f 4- ~ '7 fJ 1 
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+ + ,- ~;~-~ + 
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el U t iII :Clicd'.l v en per OCYr tiducrl.l.tct av st:cö 
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ler viCt c:n(jj.ll1cns:i.ol1cl1 cd,:r'(jr:minc i 811 
c:L101' < Vid tLL 
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:cox:imn'L1onCöJ' el () 
vld lcdn 
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Tnn. ~J D "'.-ro \ (F: ~-.:, ~; 
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-l. }J d 
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+ ~ z'2 + w + fU~lu0ter to vrid' ., .. _.J "'1 .~2 
2 
v ~~ 
2g + b f 
s~rncs eJ medtagit'l) då den o:fta kan förE3lUilmas och förlllster, ~2 har be··' 
tecknatr.> med h-[-,o 
Ekvationen 4.11,1 ovan benämnes ofta Berno~llis ekvation med f~rlustt8rm. 
Med h;j 
ytan i en öppen lednjng. 
:in jcn ä:c 2/,. "'\; ') r)~ • C-b 
pcktive över den fria vUt 
2 
v 1 




injon JGcd den lr:Li'.i, Vij_-L~l],C~' 
in.;jen i en sluten ledning, 1'08-
i cn öppen ledning. 




injcn för cn vUtska i rörelse 1 en sluten 
--.- ~ 
') P.' ~o Vtitskeyta _ trycklinje 
Ideal n:i.vå 




1 ., () I, .. 
")( ..•. _."""".,,~_ ..•... 





Fig. 4.19. Tryck- och energilinjen för en vlitska i rorelse i en öppen 
I dec ':[:ul1 en sluten ledr)j.ng en krök uppåt kan p/S g bli n 
Det 
lCOrnlJ1C:C den (11.1·Lj~cJ. a"L.Jc :fn~11rt i ~t'örclfJcnf3 :Cit:txlirlge 
'J'rycl.\l:Ll'~icn (;11cL' cn J'r:L yii:t kan d~rsDot falla ellor sti 
ende pö. hust J)ctts. 
:V OITC:tt:i. cm f:fnYt o:crl fÖl' 
Vid 'behandl 8.V str(j)i1rting j eller s1ntna l 
den endimensioneJ.l8. fOTI:.,c:n, Ee Ia 
Dtort iJtrömrör med :mcdel11tJ.i3t cn ~ vid varje tvtirsektioD. 
Il.cjrc:L scen\: 
t:i.on:3:faktor Iflndelvij.:ccl et 
:c(irclDc 
dct , att korrck~ionofaktorn 




cm för en 1:i.'ten vi,i.LfJkcpäJ:'t:Lkel lW.n technau dIn' v'-/2 (Fil' dn 
lir partikelns massa och v dess haHtighet. 
Uttrycket för don totala rUrelseenergien blir efter integrering 
2 
v dm dtir A ~tvlirsnittGytan. 
NIen dm.- ~ dV -- ~ dq --- § y dA 
UttrY1~et för rörelse en får då formen 
~~ (' :> clA y 2 jA 1j .• 1 L 2 
Röre]seenergicn berliknad med hj av v ger uttrycket 
., ~ 
m'Y 
~. v. A varför vi k(ln skriva 
Vt har då att 
(j., d.l\. 
o11or 
()(, r '7. ::1 y) dfl v il 
'-"A 
Vtd 
tt bl:L:!' vlirden på lleynolds taJ. 
C~](~ }'o·v:1. j. 
1 i/:· 
'Lem },:OlJlTiler ocksel. D,tt bebandle.s :1 ängrc fl'[)lT\ :i avunitte"t 6. tJ. ) 
V:·1.". J .. c''l·.'.TI.·!·.l.·!c;i·.·.!.' 8+'L'(")'rr"1~ "'F" (1)""1"" '('J('J'l'i 0k ):''1'.' c.'" . u . .. ..' "". ,. l, ... u' ~., '"'' ,~. ., ' ..•. ,," . '.'.' .• " v 
öppen r~lnna CA ·ceoretislr.t lilcH med 1 ,~)5 och för en rörledning med eirkn .. , 
lä:c-t tvEx'fm:Ltt lLk.a med 2. 
I skarpa krökar dUr centrifugalkraften starkt påverkar hastighets- och 
tryckförd e1n:LnEen 1([).n medr;lh[u,t ic;het en e j l El t:i.ll. grund :för beröJ;o--
ning av hnstighetshöjden. HBstighetsvariationen inom tvärsnittet blir 
mycb::t f,tOJ" , dvs, 
vatten från en rCE;eTvoir euJj.gt f:Lg, i1r.~20. };)tu:rpcn har en 
verkningsgrad ~ ~ 0,85 oeh ett effektbehov av 50 hk vid en 
fijl~}·}!!.tllD..nd cr\. 
(',ko'" 'r'J' (:, (2) oJ""~'" V \. _ J .. .- 345 f~b oefl en.cl'gilj,n j e:n fJ[~)nt tr~rcl-:~.,,,, b1:1r 
l:Lnj en dcn form som VifJ(lS i f:Lguren, (a) Hur stor 1ir 
enerBifUrluston mellan den fria vattenytan vid ( 'j) o ,,'h 
""'" 
J• ·r'·1. 'c' ,.)'(,., .. V'l' rl (2' \" 'f (b) Il c I; .'." ~ L (' 'r ~. ,', y" ( 1 r< . __ ll"-'",,,0 , .... , '/' ·u.r .. :·OTC al . r;)' :1,.,:,0 V:LCJ. FLL"P::L,) 
d:i.nm" '15 
(o) Hur stor tir energiförlusten mell~n pumpens 
]J1.1111p 
( r) \ ej 
....... I 
i5 (-I') f 
















%';" ... 3,0 
Ll· 
.. v ' 11) 
__ 2 fY)l.: )11/ '-' (" l" 
- 5 .. 10·}. 
o 
... 6,37 mi 8l~k 
"J 
'T, O o'· G. I, 5') 
Används c:L~v Q 4-,'7. 6 uicL 9D (HI :.' Hr, + 11 -I- IL ) med O( ., l" O :fåB 
II f l ~.2 ' c. 







.{" ~'_~"''"''''' ._"". __ , ~ ~_.~_r,". "",,'~~""_'" 
1 000 9 j i3'j 1· .. 2 
F - - 0,408 + 3,517 - 1,5 - 1,61 m 
't 1 , .. ~.' 
fö:c (b) J(J.(:d.:Ul.:;~ (2) och (::;) @ 
+ 1,5 -: 
:1. b11r H 2,. "' 11, II .- H.,. 
,,'r ) 
l 000 ' 
net) 
J]", 
,1.'1 ,. ~~ 
IT , I 
\; 
'" n,. 






p 2 Il 
2g + "I + "j j:5 " ," 1 j 6 'I +() "j , 'f 1 000 ' 9 5 [l 'i 
eller 
"[TI 2 I 2 P7 = 574200 .\ ffi = 5,86 kp cm-
.) 
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... 26 j06 
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2 Tt r dr 
2 v 
3) r cJ,:C 
r r 
2 o 2 2 o 4 v- I v- I dr .max r Iflfl ~x: r ~ -~---·::r-·"'·· .~--~"'"-'~""'"'.~-.,...-.,. ..• 2 ,l 4 r r-
o O () O 
:Detta viiröo kan oc1cst, fl\r; genom att utn;ytt~ia det :Cö:chål1andet att voly'" 
men under An Genererad paraboJ.oid iir halva volymen aven omskriven cylj.n-
dm: 
v ... vol c]{ l)8.f:lyta 
') ('Ir J' ,- ) 
2 o v rna,x~ v rnct)~ 





v ~ A 
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2 'Tiw r d:r- .. 0 
j' 6 (r ' r ,-o \" o l} 3 2 5 3 r r + 3 r r o o 
o O 
4 6 
/t. T C) r o :.i L o J' !~ + :c o o 
1 e 
[3 
'j ~? [3 '3 :.C + :r- .-
o () 
o ._~.~ •• " .... _" cO~., ....• ·, 
''I; 
4, v "';n u 
varför .. 2 JOO 




2 9 °0 
VaD UV Prandtls lag 
där y är BVS et tj}l rörväggan och r rörets radje. Sök korrek~iml~­
-o 
.('., 1····['01,.'- f"C")'~' '1"0" ]"o'J' c· c' (')1 O)· C;"; rWl o( ~l.c.l..-_'\,. _J.l J. ,_ . _I,,}\...<.- •• _~" L}'.l ,_~J.. f' 
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r v ' .. 
o 
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o r r v dr 
.J 
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Ganom in8äLtn~ng i okv. 4.11.4 ( 1 
1')0 :3 

















:c ,,) o ? 
o 
2 8 
ro vmax 'j 20 
J 
1\ 
r dr ... 
... '1,06 
J3c et :['a11 
l 
" ~-,,,,~,,~<,,,,"-",-,,,~~,~,~ "--.'~ 
L " " C r .. 
Fig. 4.21. Likformig s i sluten ledning. 
I anslQtning till fj.g. 4.21 t vi BeJ~oulli8 ckv. 
2 2 
Y'I P'l Y2 Pr) "- h:r: ~!~ .j 'J _' ... of· ~,~.~'.~ , + ;;2 + 2e; g> g I 2g ~) ey 
-...::. () 
D \~t S t 1" ej lJ1D al' 1 bli.T V 1 -' 'V 2 aub + 21'1 ., 
eller 





]J1 ", P? 
och det «!l 
I~ C\7t O)J.~J ("1,r1(3 :rFt 
sid (j '79 c~!.l er 
..... , .. :;"~, 
C;;' Jr _. 
c.~", . 




Denna vektorrelation kan ti 




v S x 
2) t 




Vid val av den god ckliga kontrollvo 
Dessutom. Om hasti en anLas konstGnt över tvtirsuittet, kun 
graIen erslittas med 
I f:i.g. 
gU.J'en 5 
4.22 vld st8tion~r DtrU~n 
~."'O~'~' __ -"···'_">~_''''. 
och Ned kontrollvoJymen en] 
rås kraften F , vilken vOI~ar på kontrol.lvolymen sålunda. 
x 
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dl~ " 2 
r ) v ~ \., x I 3 1 V'j dJ\ 1 • 
~) 11. '\" eJJ.c:c v ,." 
'1 v 1 J ~x'l ,"\,' f) ,Af, 
q,) ... ,) 
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]i':i. G' 4.22. Kont:col1volym med ltkfoc,yrlig in·, ooh utf,tl'ömn:i.ng v\nkelri:itt 
mot korn;:co.LLytorna, 
Ekvn:t:l.on 4,'12.1 UJ:' generell. :Ucn iiI' tU1 pä system hOG ideala 
01:1.81' ej 0011 även om sammantryc.:}cbarhct JÖreli.gger, :De komb:Ln.cJ.'[Hlc ef:;'cj;·· 
de J.01;:31" 
stI'örrHlixlgf:1b.a ~3t erna och därmed också på vätukc- eller 
:eöl"cl f; eJnärlgd 01" f 
EffektelJ r:1.\r denHit(:'Lr;'VD.ria'·L:i On,el" in.OJfl Ei:ynterTlet l~Ofjlner P8_ f;EtLU~i.d. f:;Litt. r~. tt 
Lägg mii~{e ttl1 atL rörels sekvationen uttrycks 80m SU~i~n av kr3;-
Vätskans eller gasens 
stora men motsabt riktade. 
79) fö:c ~jtHt.iOYl~i1' 
J. t, g hehöver vi bara ta 
:i. vatten j ca.k:e'l; c:r i lu.ft , etc,). 
el till. dc 
t:ion.cr 
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~s y ~ dV + y 
is V ~ dV + z ...... } 
v <J;) 
x'·) 





~ .. \,'" -<, .. , 
y"dA 





dtir v V och v tir hastir'.aletskomponenterna av v i x. y och z-rik t-




Grtinserna för kontrollvo 
fasta gräw:.wT (lob iiI' Yin1;.cJrid;a mot }3Lrörnlin;jcrnn vid punkte:C!1D. (1) 
och (2) ,. 
I detta fi.'Jl1 ~ir ncttoflödct [XV :r'ö:ccl,:(;wih.1gdcD. Dk:i.llnaden J11nl:l an flöd.u t j 
Bom utTcjymna:c ut v.id (2) och 0.(::1.;5 v:iJket ::1"t:cönilnclr in vid (1)" 
K01Jtro 1 ] .... 




Ji':L,';" 4",?3" l(onL:coll voJ yn fii(' en gcrwl'c;:!:l uno 
, 
Kon[;]'olJ yl,'>;, 
.. J vid tjeJen t -I- (Il; 
( r) \ l .. ) 
AG T (J,f:1 föJ' 
~d Iv Ii' + F ~{~ l!' - V ~ Py f) m y , Y Y 
r;::) (' Jj' + p + F 
-
v :s Pz s ffi t p )KY i' ~~ Z 
dV -I- f' 
,j( 2) 
dY + J~) 
v ':S v dA x -... :x 
V C) v dA y ,'j y 
v ~ v dA Z" Z 
.. I 
( 1 ) 
v (') v 
y<5 Y dA ~.1~2, 
I - y ~ v d.A z'-.....- z 
( 1 ) 
E:1<:.vntioneJ' för "tnt:Lonh,r p:nd:i.ncnf}:].onell s 
kvc:;n om ekvatJ.oncr-llCl. OViJD hLi.rletts utan aLt ncj,gon hänsyn taCi..t3 till 
varj.atio:ncrna j. , ,.. • 0" l oeX1 EHruwung;no:r. cpJl inom kon'~ro11volymen 
är dC}'fw nnvänd11ing dock beroende av variationer j hastighet och den-
situationer där dessa variationer är 
genom att anta att hast ten och denGJ.tcten Kr konstanta vidtelrätt 
mot strömningsrik·tningen. 




+ p -I- fil 
S 
X 
+ Ji' + }' c~ 
t.) Hl y 
J<' + ]i' + Ii' .~ fl u 
.: %:! Z 
--, (v \" ~; 
:x:"') x. 
r;,; .. ~ 
-, (,-;~'2 ·v \ ~..r 
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.; ,J ;/ 




X .tt '1 





r cn god appro~imn~jun 
så llinge s"trömnjngen ~ir pa:callel1 :L ob:3ervatJmwaysn:i ttct. 
Hastigheten d~remot varierar oftast över tvlirsnittet (fig. 4.24) och 




I ekv. 4.12.7 och 4.12.8 ~r alltså 
v ,. storle.ken mcdeJbast aten över tvärsektionen 
.:,~~~ 
y .. modclhc.t~5i.;:j 
Ekvationerna 4.12.6 kan nu skrivas 
Ii' + 1" p 
;y 
















~ ..• v (J 'F ;y ,.' y 
( F,~v -, n V ... ;:) t '~.~ /.~ 
" /., 
A) ( ,,: ~l: v" A) ~"~, ;,;1 V ? (,) Y "'\ Y' 




ut ur 8kv. 4.12.8. D1 
r 
-, ···2 J 
v", A J 
'-" Jl 
2 y dA 
för' cj,rJculä:cn ledn:i.ngar är 
Jam:Lniir utröroning (pixcaboLLsk hc.tDi:;j.gbetisförde1n:i.ng) /3 - '1,33 
,', "l. 1.-"'l' ,,··trc', ,(1",), (oj;;'ta ''''r'') (. UJ VU. CH, •. , " ,)lYuJ,llL \ '.' ,c~, c. X O,,, /2 A 03 1 011 /:..) ".;: I" ,- ,'( 
,J,r JjJca med '1 i 1.:1 kformi.g ~:;trömn:Lng och kan e j ha värdc;Yl rn:i,IIc1·,· 
re än 1. 
LoeJ,'f:i ci0nt(~n, ( C. '1' d 1 1 2 \ ~.,).. e, - J ') är p~ocentueJla korrigeringar 
mer, 80m är Gubtraherbara. 
Det; iiI' t;yd:LLgt~ [J,tt detta i~(j,11 bli D.V bctydelf3c vLd 
lan stora tal liven om 
sektion till sektion. 
till. 
I 8kv. 4.12.6, t.ex., är cn skal.hr storhet 
tOI~omponenter, Hom lir positiva vid verkan ~ 
negCJ.t:Lva vj.d vm:,'!cJl:i i n 








x2 och v~;{1 iLe 
c:j D ..11i3 }lr), :3~·:.,~·'-~'_· 
(JC)'] 1;): 
Er:w11c:cl:id j Er dl~t c~i all"L:Ld 
c:rna, f3]lcc.icd.lt dD. v 
Ej sli1:l[Ql lir det möjliet att införa RDproximationer och arh~lln ti11-
fÖrJ.:l.tJ.iga Y'Q:cndtat Incd j'öccn}.:lade lösn:i.ngar. 
Nedan följer ett exempQ1 , dä:r' t:i ds f ö Y'{~,r) Ö .y~ 
:cj.r.lecn :L rörelfJc :f'örfr;J:cuna(; j. :cC!lut:i.on till fö:dind:cj.1Jgcll :i. den 
trollvo 
!!<~5?<~~l2..c:L.~+.~:C, En [;Lo1' cyl:i.:odrlullbeh{:..11an:: montel':).d på rul1nc in: fyJl(i 
med vatten till c'lt djup av 5,0 ffi över en avtappningsöppning försedd 
med snabbventl1 nara 
Vid tiden t ~ O öppnas snabbvontilQn. Med behållaren i orubbat lUgG, 
besttim dc ögonbJickJ. ,~irdoDa på följande kvanti'beter vid t ~ 50 se • 
a) vattendjupc·t ovanför öppninCGlls contrwnlillje h 
b) 1x~:['l)nna vcyl;tcm;lij:n (en I)(JI' iwk q 




y vid 'iJ:i.dc:n -L'::::~O 
,", --/,: ,,> 















2 2 TIl . 
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O~OI (". m 







() I «' elV + -.' 
,I KV 
eJler i. :['ö:(cliggaxldc :i'a11 
(" 
,j I(V 
S dV + 
Vidare utveckling ger 
+ J~V ~ 1 
eller 
d 





.. _'\}"> " .. :,1" 
~) y" dA 
y dA " 1 1 
_. o 
eos 0 0 -, O 
Vi har vid~re att en), t:i' ur aV = A1 dh och v 1 dA, - 0, 






A, dh d+ .~,~ 
" u 
'-dh " ., .3 v 2 A2 
<.0» \'2 Jt~2 
r (?, " h) 
+ " 'II' C (J., 
12'( 














·t~C:C11D, 1. be11tt].1['l'l:1c::rt ~.-tl] (1010:.3 i )JLi,:rl1.Ct;C}J a."'V" EtV·J.oP.P{:;~<>-
bctydu1:;e o Vo 
öva:r' boh{\'11HJ'(j)J;;) bot(;e~(j c;j blir alltför :U. ten. rrc:cmen }, UD. n,ll 
f:; lJIrn il a ~:; e 
Vi utvecklar ekv. (2) och 
,,'0" • ""'::."~' 
'\: "(H 'I-l '-~1 
.. ~ ~~,~ ,;>' 
Men ~ v,'dÅ, = O (ingen 
och dV = Å 1 dh vm7för 
"' 2 
P'J V 2 
O ,. C,,;;:, + .... + -et + g hr)) ,") 
\ ~~ t:,") ',. 
v A + fl (I) 
. 2 2 '1 ,,) 
eller efter förkortnIng med ~ 





)\10n ]'J r) O ch ["j 'C' ) .~ .. ( ...• ~ V~J,rfÖI' 
L, 




·1 .IL j g )i '.' 
U L· 
dh L~ .h 
J 
KV 
+ g h) 
('u ,\, r:; h) dV 
l 1\ 0"2 ." 
dl1 
y r) -A,! 
G. (~ 
o , .. 
oJle:!' efter o;a 
,.~ g 11 eller 
Substitution i ekv. (1) ~cr då 
eller 
Intc{;re:cill[; 
h + l) A,) J' 1 dh J L" ~"4"~~" ". r' A1 \ " 11 h v . O 
o 
11 1 Ii 
'2 fl l h ._J.,) \ ;_._ ..... , T e, \I 2 I + o-~~ o' .. "~ / t;> u 11 .!. h 2 O 
O 
\j"" A,) \ Jr->--·····~b' ') 2 h (.. \ I I) t (- , h '" 
A'j 
V c g () 
') 2 Med ,fl 1 2 
(. 
.A f ) O 01 ocb h 5 :Lc!s ,,, .... "-n rn. ... :m jJ./. ~ '- j 
r- O 
\ /. O ? 2 h .~-" (\r ;) t) -
11 . " .. r' ;) O; eJ! '1 'I ".) 2 l • 
(a) t = 50 ock, h ~ 2,74 m 
" ( c ) 0:Ji' ::' V -I-:Fr + [,' 
.':p f J rn 
.j/i V" v', 
,,) 
ten 
Vi fU)T' :cc dan 
kan bli av betydeJsc. Vi kan allt 
vJlket den ju i detta fallet är. D& f~s 
COfJ 
Men ~ v 1 dA'l '" O enl. :Ci.)r::::gD.endo 




I{\;O> -.::.~ ~~ ~.~-_.~,~.-."~,,._;.-::-::~.~"~_ .. _-~ 
I 
!: 
... _ ........ , I " .. , J
') A 










och An -, O~01 m 
c, 
i T'öJ'l() ön:Ln 
]( on'Lrol:Lvclym 
j. UJ1 lJÖT'J. u 
ifbrluster beroende 
eJ ~-_) \rr),·l;.L()~··.1.C 
}i\ÖI.' 1; :") 'L i or1,:' ;,J' () ~}!: U.J nn "( ~ r~ ,. ·l~'l.;i.r 1 c l·· c· " r'CS;(:"(l (. n e/:m () LTO} J (l ) .. '.' ,) e, i 
life} I ,. ( l ) ( () ) J ~. ~? C; ; dc (. m.erl {.:,D ! ; I" . .!. (in c J,')"! : 1 o \. L, 'J. 
" " 
f;tli ; !. r: " n 
Vi hUT ej beJ.lcT 











Antax vi sedan, Att hast ten tir RPPTo~imativt enhetJ. 
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2g g 
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~ ,., v'j 
fi') v· A.< .:,:) 
'1 J 
sektionerna (1) och (2) 
l ··,· .> (~: 













( :\';'1 "" '''' ) 2 v f ) 
tO. 
r; 1:;J.na:1 t.Ul en J 
J.'J /"., -'-'-")"';" \,<1,' V'.·/t! 
n. (fi"" /1, 
,) 
( , .. , "') c. Y'l ,,, v~) 
A1 
·v? " v l A2 
,'- .. 
I f) 
.... I :V<I:" +- " A .• r' ....• 2· u,~ ('~ l.) -y ( •.• ,,) t. ,. 2 V . ?g 





2 j.,., 2 
... (1" , ... L) .. 
2g j~2' 
)J(;] 
d r: ,1 i.l. :i, 
Il· <'j 2.1 ij 
:,j" 
... _~ .. - -~~ .",_._. , .. 
t tiLl. en 
dj.skuteras ytterligare i aVGD~tt 11.3. 
y 
1 
<, ...• ""." i'.:: . o:, ~:' .. ,.}> y '1 
J 
Kontrol:J.yolyra 
]lig" 4 I,?7" Vat 1 en 




HclaL1oneX'llD, mclln:n vcu'iablcrna i C11 Llo:c:L[30nt(~:tl) rel;:t 
fiAs ur ];onti.nui tCtii3'~' , ene och rör'cT::: 
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(v \" 2 
eliminera v, och 
l 't) 
Ij, .12" 20 
:1 J c:c 
Tt," 
]~J(5 ~]:n:l il i. hi~:i' ,.:o CljCi Ll 









... l . 
lIlO;J " .. J. 
meTade resultatet 11] 
.-~,~;-" ~~-) ~ 
Orn \ri ~)J.:.:C :-j, \,r c T' rö y'(_~:l u (: (;; k\l~\ t j, o ,n c: :\.1 2~~ J? ~.- }',1 C;,. f ö :J.."' c.~XJ v·i.i. t ~3J~ c~ .. ,-~ () 11 c:c ?:[lU~'-" 
ikc:1 :.i.)1 
SOTIl :j. ::1~Ll{J 
detta fnJ .. lct k:CDft." JhvL,;Lon 
') 
{-
Eftc:Ci;om V Y .. _ .
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tt 








krQftcrna i detta fallet g 
J.j / Q 
, ,.j 
v "J 
,J 1 j .. 
5. '1, ? 




t :1.0)] (; n. 
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}cd(: L 
{.-YI 
:).OJJ.Gi} ~ r;ODl l ddc 





T'.UL-; .. (; 
il \ 
d C)~l fUrc 
') 
g ;Y'~i> }"lu<clc 
bi: i:.1.V 
~en, men kvoten F 
v 
/ o '.Y ~.:\: / <.' b 
dc: t f att valllbcln F , 
'\/J 
}n.1J J el c 
,2 
n,vv,] lp; ;y 'j 





])Ctt{3 .. (tX l n.~ycJ(cJ.]l ·L5,1J. det :Cö~J_JD_Yld(~{i O;n :L c'Lt Jjlod()11c);-.pU~!.'j_rrlcl·1·L l-;.~:1.:Ll 
prat 
prat en, 
Ofta Ur det dock oJ mrijli 
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/- t) 




lDGra cyparj.menten allt GUtt, a~t do 
",0 1 i" 
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J,. ) 'I' 
l~; ;.:t 
c; "\:-( , 
~ ... \,.1 ',' 
. ; JnY.l 
( : . ' 
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\.,' L, 
]):!'ICjj::? i ou(,r 




1,1 ( I, 
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d. ' . n.ily(n( 
" 
,. 1; t (! :,': .!. ~ o:' 
IH, j 
U '"Jd . J:' ~··t 




• r, ' r~l ~,~' 2 
liJ' 1,· J. 
IVI 
0.0 ') ,.~ ') 
"r. 'l' L. n L .• 1\'l t< J ~ J 
"0 "-0;) lYl"1, . 
r' 2 
I,r,. 'j' / &! ,o .•.. oJ .. J .L 




c, '.i".1,I:1 1).1 
mCJ1& 
r: .. ,~ 
2 
r/ted lj;ji . i.].p rt"\f (ij)', 
Vi antar att ~on RtrUeka en 
cc. g ocb tiden t. 
l)' "~l' ) :;/ ' 
01:Jc:1.' 
pc1;';,:jVC Gto:chc L c:;> c 
V:i n,r!vL),Xid u:c ) ~ li,:,!! 
:n (, };.Yl:L.i3P; D,i 
1:[;: r:; ::;', 
/,'1' \ J',1.O 
n 
'j' '; I .. j ~ ! \, (Ii' I \ .!. 
t (~." 
k~j,nJ1C'r 







Vi löser exponenterna 
M: x :::: O X 
--





1 o 2 s ::::; k-m 'goi:; 
T: --2y + z - O Z :::: 2 eller 
s ___ l-vg<t 2 
Anm.: Vi ser att fallsträckan är oberoende av kroppens massa m. 
För k == 2 fås 
Föregående exempel visar att man -genom en dimensionsanalys kan få värcle~ 
fulla upplysningar om formen på ett sökt fysikaliskt samband. När antale-
variabler är stort uppstår emellertid svårigheter att få t:Lllräckligt 
många ekvationer för bestämmandet av de sökta exponenterna. 
r.-:-' 
Här kommer B~:91:l:;.~c;J:~~Ii!S II --teorem till användning 
Vi antar att ett skeende är beroende av n variabler, q1' Q2' q3 , •• qn 
och att det funktionella sambandet kan skrivas 
Vi antar också att dessa n variablers dimensionsformler innehåller m 
Under dessa fÖ:CutE1~_tttningar säger 13~:):r~El:~~.0E-.!r ~.t~o:r::.~, att det funk u 
tionolla smnbandct också kan f3krivas 
?T2' , 7T3' ••• Tr ) == O n~·m 
där v8.rje Tr betyder en oberoende dimensionslöB grupp bildad av m+1 
variabler, 
Inom byclromekan:i.kcm blir ffi .- ::3 M!. våTa g:runderJ.tJ.eter är 2E:r:~~~.:-'L~::9 
och tid, 
n-3 grupper mad ~ 
medan den 4: e, för gruppen spec:i.cl1e. t C l'r:1C n , ges exponenten '1. 
För varje grupp best~mmes sedan de obekanta exponenterna ur kravet p& 
dimensionslöshet. 
För den i:te gruppen skall alltså gälla 
TJ. -l 
z. 1 l 
• o • q. 
~c l 
där /1-. är ett dimensionslöst tal, q , qb' q , de 3 för alla grupperna 
l a c 
gemensamma q-termerna, x." y. och z. de sökta exponenterna och ql' den 
l J. l 
speciella q-termen med exponenten 1, 
.... -
Vi fär då n-3 II -termer. Symboliskt kan ekv. 5.3.5 då skrivas 
("--
El' o c t;.Q-.,l~lL_.! j.d _~~'[.ii!2i1.~22~8.en .-=":Y..J?l~l~:I:E.G~arr~?_.j ( - t e_~~!E 
1. Teckna det funktj.onella sambandet 
2. Uppställ variablerna q med betockningar och dimensionsformlsr i on 
tabelL 
( r~- ) 3. Bestäm antalet dimensionslösa grupper /1 -termer • Med grunddimen-
~~ J~ OYl eT'D.a rlltt [, ~j[l Skriv 
Danbanclet 
.
c12' ( 771', n:2 , 71"3 •••• Tr A):;;: O ..f. n·m ,) 
4" Välj 3 D,V den n f:1toJ':rlOternD.~ :ingen dtmcrw:ionslös och inga med SamJIl::', 
dimensioner. 
Alla grunddimenB:Lonerna måste finn:::1S rC}:.lI'cclcntel'adc 
hc-tiur:n.a. 
:5 . stol'heter j):i.lda en el e }Jrimiirg:ruppe:c Dom j 'iT ~.t; e rm 
'11.1, 
Eftersom fysikaliska storheter av olika dimension ej kan adderas eller 
13ubtl'('l.heran uL.tryckE' Tr ~termerna som produlcLeT av de .2 valda storlwtsT--
nB var och en med oktind exponent 
med klind exponent. 
Ex. 
av de resterande storhetcITIa 
5. Uppstlill relationen fBI' dimensionell homogenitet 
6. Lös ut exponenterna ur respektive ekvationssystem 
~ . 
7. Teckna de erhållan II -termerna 
8. Skriv upp det erhållna sambandet (ekv. 5.3.5) 
Vtirdefulla samband 
a. ÄT en storhet dimens:i.onslön, ~,i.r den en 7T -term utan att proCedUr8Yl 
måste genomgås. 
b. Om två av de f'Yf3ikaliska storheterna bar samma dimension blir för·-
hål1andet mellan dem en av 7T'~,termerna. Till exempel I/L tir d:Lmen·-
f3:i.onslöf3t och en 7r' ~·tcrm. 
c. Vilken som helGt 7r -term kan er:::;ättas med vilken som belst expoDe:lt 
av t e rllW D , även med Tr .~1. ~r:i.l1 Gxornpel ~7T 7. kan ersiittas med 7t 2 
:J 3 
d. Vilken Gom heli3t ~/T ~"berm l,::an rnuJ:b.pliceras med en n1..1merisk kOYlSt2,l1t. 
~.lil1 exempel 7f1 kan ersiittas In.ed 3 Tr1 • 




För att l~araktcriGera ett hydrauliukt förlo~p hos en vätska med täthe~c~ 
ska viskositeten 
njn{',en. och elasticiteten ~ oc} 
~-=-= ...... , 
vI I, r:' 
1('1':'; 




f( ro 1 V' ,. tJ) ". r,'- I<') O 
. ...s' .-, ,/,.(" '--" "" \J , . l :::: 
Variabler och dimensionsformlcr 










rw e :L-3 
L 
L' T-- 1 
MOI,-1 eT- 1 
M' JJ~2. T- 2 
lY.[' T'- 2 
-1 -2 M"IJ eT 
3. Antalet dimensi.onslösa grupper (Tt -termer) bItr 7-3 :::: 4 och vi kB.n 
skriva 
4-. Vi väl~ier § , 1 och V son genomgående prj.miirgrupper och lwmbinerar 
i tur och ordntng med)),,-? SIg, er och E. 
Eftersom fysikaliska storheter av olika dimension ej kan adderas eller 
subtraheras uttryck", Tr ~termerna so:n produkter. 
lf2 ( x Y z "- S' 2) (l 2) (v "2) ~~ g 
1f 3 ... ~ ( ;3) (lY3) (vz3)c!~' 
x y z 
T'"4 ( .>4)(" 4) 4) r ... et .L v " ,) 
5. Dimensionell homogenitet ger 
__ o l\It0J,O'Jl0 "" 
"TT 2 
Tf) .-
'H .... 4 
"." 3:/~'7 ;I,)" z '.-) ".< %'; 'l, " ? 
I, () re o o, ( 1'11 • I,) ) (J;) ) (J~ "'. '.L' .) ) (Ii! I " '. ) 
) ('j' y 4 ) ('J' 2; ~. . 'I'·· y; It ) (J,r11 T ' ·1 ? ) \ .. J , J c. ~ \.t fi. ,J n 
i / 




'1 + 1 o', O xi -- "" 1 
IJ: 
-3x + y + 3 .- 1 .- O 1 1 1 Y1 -. --i 
T: .- z1 .~ 1 ,,~~ O z1 ..... -1 
,r
2 
M: x2 + -. O x2 ::J -i 
L: -3x 2 + y 2 + z2 - 2 o .. O Y2 ::: 1 
T: .- z2 - 2 -- O z2 - -2 
-iT7. 
:; 
M: x3 + ... O X3 - -1 
JJ: ~3x + Y,z + z3 :::: O 




3 3 - 2 ... O z3 - -·2 
. ....-. 
11 4 
M: x4 + .- O x 4 .- -1 
IJ: ·_}x + YIJ + Z4- -. 1 -. O "4- , Y4 .. O 
T: 
-- z4 .. 2 .- O 3 4 ... ·-2 
er ""-/1 - .,. A ····"D '~'i~na ~~r e u v.L J. _.v,,_ _ t,A, 
'Tr .. ·1 l -1 -1 
- ~ • <> y '" JL _. 1 :g. t \T 
'Tr- ·-1 1 1 -2 _?f:J2_~~L E.:l=. '" ~ G- e Y .~ :s f1' -. .-G ') 2 2 ~" (. 
" 
Y Y 
'Tr') ·-1 · .. 1 .. ",2 cr- G~--. ~ . l • V- . . .. ~ 
__ · __ ·~.k ___ 
Se l"y 2 
...". __ .1<-
.,.'1 O ~~" 2 r Ii l ]i; !1 4 
, .. ~ I) ~. . 'If ~ "0 .... ---.'--_. 3" 2 'If 
·1 ) .. O 
Antar vi att förutom <g , l och v enbart JU. d Vi:'; • .:rr:i..k~.~~"~2cn påve:r;,ilr för·· 
loppet karakter:L~>eras [)kuendet av det d:i..lilcy.IB:.i.onslösa uttrycket 
11-
1 :::; Eftersom kinematiska viskositeten ~, -y ~ 
kan uttrycket skrivas 
terade värdet av Reynolds tal 
[10m ar inver-
Re -. 
Antar vi att förutom <5 , l och v endast -3 g dvs. tyngdkraften är verk-
sam khrakteriseras förloppet av det dimensionslösa uttrycket 
2 
v 
F =: g<> T 
Antas att förutom 5), l och v xtsptinn:Lngen är dominerande karakter:Lse-
(T-
ras c:1keendet av det dimensionslösa uttrycket vrr; ::: -<g -l~ o Uttrycket 
är inverterade värdet av Webers tal • • v 





Antas till GInt att förutom ~ , 1 och v endast elasticj teten är YCrki3D." 
karakteriseri18 förloppet ay det dimensionslösa utt:cyeket 
Uttrycket är inverterade värdet 
2 y 
De fyra talen i problem (8), Re, F, W och M används för att karakteri-
flera hyd.romclu:;Jliska för10pp vilka huvll.Clrsuld.:Lgen bost[imme~3 
kra:C t (' r ( o l o e1'1 J' tu 'r.' el c'h ol'd' UJ' r) 'c" "'"\,. -je'r')' 1"""1' (lr '"'''-1"'' ,p 't' pr 
_'·_ . .':...,~.!._-:',"::.._. ___ ~::L .l.~ y •• ~ .. " • ,~_ .. ';:~) C.\o ••..• ,\... u .. , ... J, .... J)_~. c;..J~ I ~'." 




:cc p:r' c r: ().11 t C~ r ,J'CU t 
i tur och ordninc 
I. () (' "i 
och en olast:Lsk 
1!2~8D':p<~l._2"!..?. Med hji:llp av Buclönghams ~Tr~~t8orem kan yj. ut;vcckJJ). ett ut-
tryck f~r tryckförlusten i CD horisontell ledning vid en inkompressibel 
vätskas stationära, turbulenta strömning. 
L~sning: F~~ vilken som helst vätska rCIJresenteras tryckförlusten av ett __ , ___ 0. 
fall i tryckgradhmten och är ett mc'J.-tt på stl'~mn:Lngsmot8tåndet i röret, 
Motståndet, här representerat av tryckfallet L\ p är' en funktion av rorehi 
diameter d, vätclkans dyn. vlskof.-li tet /J_, dess täthet ~ , längden ay :l'.'~:::et 
1, vätskans hastighct v och skrovligheten i r~ret k. 
Skrovljgheten k uttryckes vanJ.igen som ett f~rhållande mellan storleken 
på ytojämnheterna, t. ex. par'tikeldian1Gtern och rörets diameter. FC)r'hål1·· 
andet L/IJ ger ett d:imensionslöst taL 
Det funktionella sambandet kan då sll:ri.vD.G 
1 • f (.el p, d, )J-, :) , l, v, k) .- O 









3. Antalet J . . -j" c, ~Lrn(ln EJ :L or18~_ o sa 
( 'IT~ , 








Il < '1'"· 1 
subtrahera,i:; uttryck~j 7T -termerna som }J:cocluktcr. 
lr1 X 1 y 1 ;1) ii -, (d )(Y )( ]:.l 
x y z2 
Il 2 _ .. (d '2) (Y 2) ( S; ) )-J_ 
(eJ. x3 ) (Y y 3) ( Z'Z 1/ 3 .. <? )) 1 
lT 4 -. (d
x4 )(\/4)( <:t4 ) k 
5. Dimensionell homogenitet ger 
x y -y z, -3z 1 Tf 2 ::; 1v1°IJoTo =: (I, 2)(IJ ~ T 2)(M ~ Jj 2)(1\11. :L-' <lr- 1 ) 
~ff3 ::: MOLo~~o ::'.' (Lx3) (lj:Y' 3. ~J:~Y3)(Mz~ L"' 3Z3 )(L1 ) 
6. Vi löser exponenterna 
'yri 
M: z 1 + 1 
JJ: x 1 + y .- 3z1 - 1 1 
T: 
- Y'j = 2 ~ O 
11 2 
M: z2 + 1 
]~ : x2 + Yr; 
,", 
7 r/ _. 1 )L"2 
<. 
~: : ." :1'2 ~ 1 .,~~ O 
lr" ) 
1\1 : 'I !_J 3 
..... O 
L: );'3 + y.~ .~ )'7 <"3 + l 









x 1 .- O 
Y1 -. ,,·2 
z1 - ·"1 
x2 ::: -1 
Y2 :C~ ~1 
y ... co: O 
, .) 
l ~) () 
II 4-
IVI: 7,4- 0- o X 4- -- o 
L: x.iI + y -. 3z 0_' O Y4 o •• O + 4- 4-
T: o .• Y4 -- O z4- :::: O 
7. <'Tr -te:cmorna b1:Lr 
8. Sambandet kan nu skrivas onl. okv. (2) 
k) ..• O 
Vi löser ut A P ocb. :får 
l 2 
,,6,p =: V • (lie o -l e k) 
a 
(~. ) 
Experiment och analys antyder att tryckfallet är en funktion av! i 




Den första pct1'8JfWtCY'D. :L ekv, (:5), vanl:Li':o!l sLriven L). pi (S y</'?) , bcn[)xJ"" 
" • ;J' '. l" i en :c clIn:; c; ldmencu ons .. os parame; er t LLl c;a:rlll1'lanS 
Tryckkoefficienten anger 
jcerud med arean visar den Jilcl1nn t:cyc 
krcu.teJ' den kraft, som be-
hövs för att reducera hast eten tjI1 noll, 
1) 1 
et .- lnodcLl ~ltud:i 
I mänga fall kan man inte fä tillfredsstlillallde lösninBur av hydrauliska 
problem mod f.ii;öd av G:cf'~I·e:(j.hGten tilJsa,mmo.w3 med teorcttföka bertij';nLngc:'l'. 
Detta gUllor sUrskilt vid projektering av danunbyggnader, kraftverk B.m. 
De individuella olikhctc:l'na omöjLiggör scherno:'cj,3ka standCl,:rcUösnil1gur 
och de kompliGcrade rauclvJllkoren utesluter en matematii,k behancl1tng. 
Höl' måste man ti11griV,'1. metoden med model1föT'f:~ök, vcJ.:t'vid det föl' erhö,11-
Jlc:.t. mellan modell och prototyp. 
För att :få dynamiskt likformiga strömnj,ngsbilder fordrar> för det fö:csb, 
.[~_?l!,:~.~:i sk·t~;l2}\:ro210j [:;.s:. y-t tTe :f.'örbålJn,nden. 
Förhållandet mellan korresponderande längder i original och modell l 





Vidare fordras, att vattenpartiklazTIa skall tillryggal.~gga olika korres~ 





Om dl och dl är [:,t.:cioickcd.C';men:t oelJ 
III 
dt resp. 
element, kan vi skriva okv. 5.4.1 och 5.4.2 
.. ,." /" dl 
m 
dt r'-'" (H .- C 
m 
Vi dividerar ekv. 5.4.) ~~d sky. 5.4.4 och 
(I] (I ;( d:t dl ni 
(J d t~ 
.. ~ cllu:c 
'" öt 












Accelerationen a resp. 
deriver:ing av el;.v. 
dY 




• In3ättnjn~ ger 
a för korresponderande va·ttenpartiklur fäs geno~ 
m 








d dl ( Dl) ~4. ___ '-"'''''' 
dt di; 
111 
Ur ekv. 5.4.4 har vi att 
I- a 
a 
- 7: 2 [:\ m a 
021 a . 
m 













m måste vara 
lil 
För att dynamisk likformighet skall råda fordras att Newtons andra laG 
skall gällD. c 








Dl -. ~' }3 och JU 
rn 
() .] 3 
0m -'m 




Insättes detta vlirde i ekv. 5,4.8 fäs 
p § 
. .l::~ ............,....---- ~ 
--1'1 Y '7: 2 m ' ffi 
Ilar man S Etn1Jno. \rn:tsk[-1, i origtnal ocl1 1110c1cll fil" 
friktionskraft or. 
5.4.9 
t:::: 3 om g är 1:Ll::"". 
m 
1?ör d;yncunisk likfo:r-mighet forclraB att förhåIlandet mellan des<)f), kraftc~r 
skall vara konstant i korrospoIlderande punkter i original och modell. 







]' ::~;1.l..' A· 
'" dl 
'C',, C 
"'m"" j2" J 
2 





,,2 d )L •. , e dl 
I ekY. 5.5.5 / :I. ar l". '. 1. 
m 











liha med "If 
v-
m 


















" ... ""., " .. ~....,~..,.,.,.,... 
~ Et dt 
III ID 































y • 1. o \) ,. v • 1 ' ») 
Hl m. In 







; Vi har också enligt det 
ger efter insättning 
dlcr 
Ii'o o.:: 
ionskraftcr veI~ar, Talet lir dimensionslöst. 
Enligt det för onde har v:L att 
1 l" och v i" l .. - - ri" v 
JU m 
Efter insättning av deSf3a okv. och 'Y .-
1. 
v m 











\) :L elev. 
m 
l:Ud'ormiga rörelscförJopp med lij.ngdskalan 1: l ",j( och 
m 
nl(ra,f"tuI-' flr rl1)vu.dSEtl~ligerl "~lcT·l):sn .. ElLj.a •...... _ .. , ....• _. __ .. ". 
ler alltså föl;jande skalor i orj.ginal oell modell. 
Ti.d 
Hast:i.gbet 
Vo.:t t enförinG 




Reynolds fann på oxperi~entell v~g, att i rör sker övergangen frän tur-
bulent till liJ.m..i,niir B'trömnine; 
där el .. l'ö:r.c'i :i.amet crn. 
För annat 'tvtixsniL·t och 
c1i;i,r n., ... 
n 










d Lir .h .-
p ,., to. omJccetucm 
p 
Fig. 5.1. Tv~r6nitt av Bppen kanal. 
i ekv. 5.5.9 bljr vid fullgäng i ett rör med diamB'Lern ( 
I\ 
~ .. - 2 
Bh 
II 'el ' el 
.-
.- ,., 
'4''';'1r;'·d _. p 4· 
eller 
Övergången frEJ.l1 lam:i.när till turbtll ent Dtrör:min,g re kritis10{ haati 
He uel1nn '2300 
och 3000 men vid försiktighet kan hBgre värden uppnås. 
ar kan L1G.,n uppnå värden pt'i He, [lOHt ni:i:cmaJ:' s:Lg 50 000 (Ekrnem 191 ()), 
Nedre- och övre kritiska hast 
under rubriken Reynolds kritiska tal, avsnitt 6.4. 







d (~'t Jy} el]. n.Yl j ll~ O I':rc r; 1) () rJ (1 u .f. 1 (:I,rl d.c 
li,kfoT'Jii 
och mndell verkar Gn~~st 
Tyn~dkrafterna8 storlek kan skrivas 
För original: F - ro • B 
:B'ör modell: }i' 
lYt -- lD, a .- C'3 • ~ • rn 




" I 1 Nu är cnl. det före~Bende I,:::: Y·' och 
















2 2 v • 1-











.... varför :rås 
'L~ v Hl 
5.6.6 
(l ch g "O :5. eLv" 5" G • 6L 
Följande skalor gUller dJ 













3 Il /T 
1)(;. 
Skala 
Exernp~.U.3. Olja med. kinematiska viskositeten)) :::: 0,4·645 crn2/sek 
skall användas j. en prototyp där fr:Lktions- och tyngdkraf"ter domincTDT. 
Om IJlodellskalan ii.r 1: 5, vilken vtskosi tet s:tml1 modellvätskan ha för 
att Froudes och Reyn.olds tal skall b1:i. desamma :L mode1l och PTototyp? 
(Exempelsaml. nr 50 sid. 1 ~l7 • ) 
_~J:m:U:?e.: Vi har att om tyrlgd- och t}.'cighe t sl,Taf ter dominerar så är för 
tyn.gdkraften 
F M gm ~m V gm ~ Il 3 gm m Hl . ~ Hl " -ffi o ID. .. 
------ ------_ ..• --~-,-~,'--~----
-. . .. .. F 11'[ 
" gp Sp & V c 8p ~ :c 3 p p p <- . gp p p 





M a m t, m 
-------._--
M .. a p p 





Blc:.ci v [J 
r" 2 J' 
In 
'F' 
i Hl -~ och v p 
( 1 ) 















<'r "A m m 
el'" il.. 
L p' P 
och för friktionskrafterna 
Ek-v. (2) och (5) Ger 
Men 




vilkot kan skrivas 
)) I, 
.... _~ __ ... _l2. 
-- L 







\) L .2 :3 
ffi m 2 1 '2' 
;::: (-,,-- ) := (-~::.' ) -. O ~084· l' ' 
'{J p .l J P 
--_ ......... -...-...-
0,464·::> och 
Exe!:2l2.~J.:..,..2.!,.1. Man vill undersöka :Jtrömn:i.nc;sförhål1andena :i. ett planerat 
dcwunut;:;kov med hjälp aven 11lOdcl1 i skalan 1 :250 Höc;sta hÖE;vcJ.tteni'ör:i.J:'JGer 
3 . 
är 50 u' /sek i prototypene HL.lr stor sJml1 motsvarande vattenförj.ng vi:il-
jas j, modellcn? 
l:ös.~L~l1;: Strömning r;]wr med fri v.attenyta och bestämmcs i huvudsak av 
tröghets .. · och tyngdkrafter. Vattenföringen i modcJlen bör väljas med 
hjälp av ~roude s modellregeL 
5 











Det förekommer ej nt1gon ö];n:i.ng i rörelscenergicn Yid stationLr strö;ll~. 
ning i toexo ett rör e 1:rycl;fallet vid horisontell strömning, ::30;;1 repre-· 
senterar det arbete, vilket utförts pt vätskan eller gasen per VOl~lG­
enhet, or,rvandlaD ti 11 "förluster" geno;;l mcdver}:an av vi sL:o:::;iteten. 
Vi härleder ett l.J.ttryck för energiförlusterna vid endim.enfJionell str())'l-' 
ning. 
Rörelseekvationen tillämpad på ett vätske~ eller gaselernont (fig. 6.1) 




~_.:t-_ ... __ . ____ ~ 
-<-;--_ ... _--
re clx 
(p -1- ?_t:: dX) d.y 
ax 
]!1ic. 6 o 1. Krafter ve:ckande PLi ett vätske·- eller gaselement vj.d en-
dimensionsll strömning. 
Eftersom det inte föreligger någon acceleration är 
eller efter hyfsning 
l d rL'" 5J:~ 
dx -- dy 
~];' = O och vi 
x 
6.1 .1 
m-cv & 6.1 01 an[!;er? att tr;y·ckföI'ij.ncLc:i.nc:cJ:l j .. x-r:Lktnincon rr,,1iJtc VD.:ca l:U'.a. 
en dim.en::.d.ol.Jell s"L:rör:m:ing bosi;,lr ,xv det <1Tbotc, BOJ[[ ut:förs 
av tryckkn:d"Ler och DlcjvvfJ})ti.nuinG::lr, mi:nus dotarbeto clcLlcmtotu.tför 
på den omg:i.vanc1.e viiti:3L:m (fj.c> 6 0 2) cl.l.GJ:' 





Sj.f:ta termen 5, ekvationen ovan blir i limes en infin:Ltec>imal av högre 
ordning och Imn all t8,1 Jörsw~~mas o Vi Jå:r ti1l slut 
st:cönning. 
J i JJ.~~Q~7_ci,E~ o ~:.t,g.g~~C;]: 
yolymsenhet 
c1. ( rL: ,r ) _. V ..<:lE 
- dy 'x x dx 
v 
X 






ULvechJ,ing av o};y. 6.1.2 och subst.itucr:Lr.t[!, TQcd hjtilp nv elev. 6o'j"l eer 
~[,:LI1Cöc(: :nettoener 
Newtonf3 vi f:J]msitetslEtg kan DLr:i.vas 
varför 
~..;,;.~~:~ .. to~ler~j;. 
vo ly;n senIle t 
2 1:. rrL d~ == ~;L (.~_~)2 
- dy r dy -. ,fL 6.1 ~ 4-
Denna energi förbrukas genom frikti.onen, dvs. omvandlas till "förlufJter1i 
Uttryc.:ke1i för energi. tillförseln per volymsenhet (elev. 6.1 c 4-) [tr till·,· 
lämpbart på lmninär ströT;lninJi.~L rör o Energiförlusterna är f:JtörDt, nti.r 
dV/dy i.:i.r störsto 
Fig. 6.3 visar schematiskt fördeln:Lnga,:cna av f;1\:juvspännir,g, hastighet 
och "förluster lf i ett ror. 
Energiförbrukning 
Fig. 6.3. Hastighe "lis-, skjuvspännj_ne;s~ och energ:Lför11.J.stfördulningen 
i ett runt rör. 
Vi betraktar inuti ett rör där en vätslca Dtrömmar lElJn:Lnärt ett cyliJld·. 
ri Gkt vfitfJkeelement. Lied Uingden l och radion y Dan.t med aX.eln iJ2J.nnUl)·-
fallande med rön:a:eln (fig. 6.4) o 
Om P1 och P2 betucJmar medeltrycken på den övre 1'8E;pektivc tmdI'c tv i.L> , 
sni ttsyLan samt mg vätskcelcmentetD tyngd blir accelorn.tj.onc,2::cClftcn :L 
rÖreliJCXlfo r:Lkl;ning en.l:Le;t Newtons an<lra lcl.i~ 
F ,.:i m ' a '" '-Tf • y 2 • P 1 + mg c o fl \::( .~ 'n'. y2. p 2 
165 
Fig. 6.4- o LaminäT strörming i eirkuli:i.rt rör. 
och eos r::/. ;:: f vEJxför 
6.2.1 
EJ,ve 6.2~1 kan skrivas 
Det har t:Lc1igare vil3ats (sid. 119), att inom parentesen :L ekv. 6.2.2 
a1'lger (P1 - P2) /g,< gol det G.k. ~~;r;:r9J5i:~?:J}·81 oelJ .. ~ det L§!.~0.c;,t~:·:i.~~\[L .. i:g:l··· 
let. 'l'i.l1f3amJoanB bildar det3Gn komponenter det totala fnl1e"t I. Vi kan 
då skrivn elIT. 6.2.2 till 
Tryckfallet per liingden.het liingfJ röraxeln 
::.: konstant föl;jer, att totala Jnllet I iLe )::oDGtant utefter li~rEd(;r.l. L 
nen cn tallgcmt:Lalkraft J?~ yarD wt.orlck kan f{U3 ur Newton:::; v:Lskos:.Ltet 
166 
Minuc"teclmet ance:r? att ha~~tigheten avtar mot rörvi:iggel1. 
Vid sta'Uonär strömning föreligger iDgen acceleration, dvs~ :l!' + F 1 -- O 
eller 
~II 2 lP l I 2 -Il l dv O • Y • ..:J g- .. • . + JU.' • y .• - :::: r- dy 
Fö:ckortning gor 




Y dy 2).1 
Vi integrerar 
y y 2 
v :::: 
-





_~_.tL!. 2 C y :::: - 4).1. Y + 






Vi får då ekv~ 
Kontinu:L totsvillkore"[j ger 
q .- v ~ A och dq -, y " dA 
Enl:LC"l; :Cigure:o. elI' dA .... 2'T1'· y dy 
J)e tta {sel' 
Vi integrerar och får 
r 




I .il: -. ]r.sJLl J 2 2.1v... O O 
4 iL. 
4· 
-- 2·2 0- 4 ~ 4 
q __ I J ~ f.L:l:_~_ .. .2:- __ 11_~_tLJ.:._~ _ .lL::.~~..E.-
- 4/u- 8A - 8;U-
- 4 
. II ':$ fY' I r 
q =: --'8~---
Förekonu,ler endast "tryckfall gidler 
eller 
Ekv. 6.2.6 kan då skrivas 
Är ~ - illBdelhastigheten så blir 
eller 




Ekvo 6.2.[) är ett föl' laminLtr cLrömning 1(ara]-;:teri8ti;:~kt uttryc};:. 
Encrgiförlu[iterna var:i.craI', son synes 7 d:Lrekt mot vi f]kos:L teton, längdel'l 
och avbördningen och o,llvänt mot f jiclrde potensen av rao.icm. 
HiC;g märlG;; till, att n8_gon hbinsyn ej tagits till rörets skrovlighet. 
Ekvationerna 6~2.1 till 6.2.8 giHler dock ej nt(ra myrmingen av ett rör.· 
Vid en strömning från en behclllare genom en väl avrundad öppning bli.r 
hastiglwtcn först näst.an l'U;:[l över hela t.värsnt ttet. Verkan av friktio··· 
ner mot vtic;gen (efterf:;oTI hastigheten måste vara noll vid viigg 0:'1) bUr 
tigheten öka i de centrala delarna av röret e Den längd JJ f SO,1 erfordras 
för att den karakteristiska paraboliska hastighetsförde1ningen skall 
upplw:n::'18, är en funldj .. on av Reynolds tal HG. Enligt JJanghaar gt\11er fö1-
jande relation 
Lt 
D - 0,058 He 
där D är rörets c1.i,am)ter och He Heynolds tal. 
EXG;~Ee,~.i.~l. Bestäm riktningen av strömningen geno~il röret i nedanståenclc 
3 
:f:Lgur, i v:Llket S ::: 800 kf/n, )L::: 0,40 poise. Sök den ge n O::;l. s t r örnrn and. c 
mängden J. l/min. 
4,5 m 
L 
l~;lmpar JlcrrlOuI1:i. ~l el;:vo och L:an ::;kri va, 
2 Pi 2 P? v 4 7 5 hi' 
v 
° 28 
+ ~ +- + ... ''2-ti + + G g 
h',f 
I -- l -, 
Ekv. 6.2.6 ger 
- 0,0734' 60 :::: 4,4 1/;:11n 
h~ .,- 21,09 
:[ -. 2,53 
7-
- 0,0000734 m)/sok = 
6 • 3 .:~gg.:~:!2~s t_E.9..:~~::i Y16..2.::." öEI~'~D""';!~o el. nL12G~,_L:L~~~ Jj2.~~~:l:.cJ2~.~~.~~gA..::ril~~g kEl.-
f Ö.T::L.1l;Cc B.2:?.Jl..J~~;:~l-22~~~:r::".2J.E5:!L~~l? YlfL2.~.c ]L.2"~~~..J:lE~ tt_E:l~ 
sin rY.... 
ll'ig. 6,5. L8.l'ilinär strönmil1C; ÖVO.:C ett brott plan. 
h f 
- l =: I 
I fig. 6.5 Ur AB ett brett plan med lutningen l. Vätskedjupet ~r h. Vi 
studerar ett vätnkeelement p& djupet y. Elc~entet8 llingd lir l och dess 
brodd i;r 1i1m med 1<L1DCts b:ccdd b ~ 





_" Yr1 g 







-I- F2 := Hl))", Bin 6( + u' A- »._-- "~ O u / dy 
LIen m = ~ V.- ~ ~ b " 1 <, Y A :::: b ~]. och Din \t.. .. 0 I yarför 
eller 
11 11 2 
__ ~i_~-1_ 
,J dy _:;:LI!LI. l :iL. _ q; JI.J. 2 C v :::: - y ::: - ... - y + /A ... J"~. 2 2,u. 
O O 
För y :::: h blir v O och C -.. _~JL.l'h2 
- -.. 2...At. 
Yi beri:i1mar y[:i:tBke:föringen~ dA::o b dx och dq::: v dA ... y . b • dy -. 
Vi irrtegrerD.r 
h 









V:Ld l8:nirliir strönniD8 i. öppen J:','\nna elle1' över ett brett p1un Er Lledel~ 
hastigheten p1'oportionell mot fallet. 
,~;.2~:g.!:l:r?"~:-~~?:.. BCJri:5.kna medelhaDt:Lgheten vid vattnets la:'d.nilra ströiming 
·-4· 2/ utför ett plClJ1 yarD lutning LLr 1 :100 on ');J sätte::: ::.::: 0,01- 10 Dl s 
och vattenc1ju})et L~:c 0,001 m. 
J;..?,:?];1jl~: Ji.elat:Loncm 6.3.5 
v -- ger 
v -. _. 0,0327 I TV B. 
Smn rodeln berörts i. 8Vf::n:i.tt 5.5 bJ.:Lr~ nå li.~nge !0.edelhast:Lgheten j er1 
st:eömning är lägre icin ett Yif;st v0J'do, dcrl s.k o nec.tI'c J:1'i [;1:[1 ho~rL~~E­
.l2g:Y~~22, denna strö:D.ning l2njn~iT och t:L 11fi51l:i..ga wtö}~n:i.nt;D.:r ut jL~~~lD.aiJ 
snabbto 
Vid den nedre kritiska hastigheten överg&r turbulent ströuning till 1a-
minilr strö~ning. 
JcLin.oligt :LÖT' t~:Ll1fL~.11ig:3. stöl'IrLljgfJ:e 6 
1:r:L 
lent och över vilken 
Vill;ot til1u 
r c el. ren g i. v c n i e 1;y. 5 < ~) ,,8 (; .1 J. G X· 
Be ...... !. , .• L..!. J.. t, 
17~! 
d~;.:c 
1 - cn lij.ngd, v:Lc1 röJ:' oftast rÖl'd:La'll. eL 
V ''] "lr (Y "" 20:_) •• ) ..... ;\.. ~"') C 
övre kritiska hastichoton. 
Detta bero:" turbuleni"el1S orm:-dre:c och att den l:rm vara nera eller 
mindre vtil utvecklad. 
Om man u hu!. m.tI'jTlare angivelse 
lruninära rörolsono 
E.indras förhiHlandet nlollan energ:L1:Ln;jenf) Intni.ng I, och L18delhasti.gbe-
ton Vo 
Vid lc-,mini:lr [;-cröcni)).g Lir energil:Lnjons 111.-cning (UreJd proporc;:i..ol1cl1 not 
··2 ~; vid fullt utbildad t~rbulon8 dr den proportionell Dot y-o 
att t:eög11etbJccafterJ1C3. J:l[).:.r. 811 betydDJJdo sto:clGlc& 
DO'~'l:;a f3aril.manhicLnge:c EJ.ed de i vi.rvl~.?rna uppko;:mD. acceleratione:C'na? som 
medför ständiga variationer i hastighetens storlek och riktning. 
Mat81iW.t:UJ.kt har tu:pbulcnscn behandlats av K61'rnun ('1930) och Pr::uxHl 
Ite JIEt[i'L:1,/?J~ietcrl L~~r sCtlcdf]f) o~ft;.::tf)t ~.~j(1 1Jöf~ att str(j;.11Y1irl,(::,cl1 i::~:r tlJ...I'b1)_··T., 




Il. e kr:i.t" 
Skc1V8I' vi Heynoldo H::: ~rÖ1' öppno. ledrJJ.ngo'I' under forden 
Ho .. 
v • 4- Hl 
.1 
.=--~","._""", .... _" ... ~-", 
) 
bann& Vi.d vLLken Il.1:l.s"tighet j,nt1.'i.~j:'far turbulens, om vatteml;jupet Lir 'j cm. 
o --4 2 . 
V:Lc1. + '10 C är ')) :'" 0)0131' 'JO Hl !'3ck. Hekri'c '-:! 580. 
~ Uttryck på Il h 
A Hl1 .- r> 
b 
ur re la'tj. onen 
0~01 ro 
uttrycket 0,02/1:> bILl' f<51' ett f::lGO:ct vi:;rde pi1 b :('örmun.bi,1.I·i;? och vi 
att Hh approx. iLe lika med vattcnd. jupet. 
Vi har då relationen 
, 4· 0,01 
)) eller 
". y 
J(J':L t 1 ,1 m/n:i n • 
tak. Om vattclHlj'u.pc-d~ uppskattas t1:1J 5 mm? hur fJtor kan. då b~).8t ten 
vara utan att J:'öTclr;cn b1ir tUl'bulc::nt7 HuJ' stort bl:Lr Q per m ayk;1"·~ 




:i.t '.:: )1:30 
Vkr,.j +; '" 4 H,).} 
__ ~ _ "_ l 
)) 
:::: He. , 
. kn. t eller 
Vl. .. ' .1-' 4, O, O O 5 .\.llu VJCr :L t' 0,02· 10000 
--,,-_._.,,------_.~--
0,0131. 10-.. 4 
v krtt lYl/sek 
Exemr,el 6 • }3cri:iJuw. Hcynolcls tal Ho för ett dike med s1i:intlutnj.ngen 
1:1am vattendjupet lir 30 cm, bottenbredden 40 cm och vattenhastighe-
."g 2 







.± _.' 1_ .. 
1-10,3 4 :-
A 




1 .. :~J_'L:~.2. 
0,0'1 ' 'lO~"4 
TU1:'bulCllfJCll är mycket krt:dt:Lgt utveC};;lad. 
Lagarna för en viskös, inkompressibel vätskas strömning I~nt en sfär 
fin '1. 
Stakes fann den kraft, med viJ,ken sfären vorkadeG av vätsl\J1U owk:c:Lrl{'; 
den, va:r'a 
:B' .... 6Ti' r/u v 
v - sflirenG hast j t rC].atjyi; viit,:d-:an 
pIun Lrrd'tcn. Ii' OV~U:l rnåstc Y! . .l.rCCt lika m.cd sJ:'ä:ccrn~; t;yngd eI1er 
4- .' - ,3 cp g. + 6 1{-4 r "-l. v :3 Il.r ....) v ,'. (I) g 
°8 
Vi lbser ut v ocb får 
tJ:> ) 
.... ) "fr , 
Q sflirens densitet • 
. ) e' 
'" 
sto}s:cs lag är mycket anvi:i.ndbcu', bl.8.. vid s.k. sod:Lmentationsanaly,-, 1 
dvs. vid best0nntng av texturen i olika jordar. 
6.6 ~~lrbulent strönuli :L ciTku.lära rör 
V1d behaJ1dl:Lng av turbulent st:cömning i cirkullira rör kan man Göra föl~, 
jande antaganden: 
att friktionskraften F hr lJrOportionell mot hela don vlitta 'J,tan. fr ... --2 ' 
mot spec:L:Cika tynC;å.nn S; g och mot ha.f:~'~ighetf:lhbjdon ~ (W,r 'y är ml~del, 
2g 
hastlghE;'Len. 
J3eted:nas den Il yl\ta omkret~,enlt h08 ledn:Lrlgen med p så blb:' den vätts, 
ytan p • l och frjktionskrafLun (motståndskraften) 
6.6.1 
där tf) är en dirnensionslös konstant, benämnd J11.ot[:)tårld[~te,1 a; 
Som medelvärde på sk;juvnpi:J,nn:i.ngen vid lednLngcnG väggar :får vi då 
F <"'2 
(-~ 'Jr y) (6 v 6 6 C) L ,- ]. h._ . g , 2 n" " • L o p' <) -c. 
Don V&itf3]ropcJa:ce 6.6)9 som fyller röret "Utefter :Längden 1 haT 
t;y:ngdcn '3, A ]. g di.ir A o::: lcdn:i.ngerw -Lvä:CS1L.i.tt. 
c~n'L j .. D·c~r·örnJ1.·l 
re uul 'L:mt0:D L:LJ 1 ) .II 
'1'( 6 
tyngdkraftens komponent lika med 
mg eos eL.... c-:: nig l 3 g A :.1. l 
Fig~ 6.66 Vtitskepelare med ltingden l. 
Kombination med okv. 6G6.1 ger dä 
Vi dividerar sky. 6~6.3 med ~ g l A och fär 
Vidare 
P, - P2 z, - z2 
-------- -I- ""-'-~--'> 
3g.:L 1 6.6.4 
P1 - Pr) .--~"~~,~ "l~ 
~? g.l är lika med totala fallet I. AJ.ltsä 
I .- 1 
-2 
v-I)L,.I". • 
Il. 2g h 
och 
Ersättes den hydrauliska radien il j e~v 11 -. .1. C 
eftersom d - 2 r = 4 Rh och Rh = ct/4 
-2 1 v 
"""""' .. -~ 
d 2g 
Inför vi beteckningen 4 VI 
_r::nt~~~) 
- f i ekv. ovan fås (f -
1 :;;.2 
I ._ f· ." .• -





Är fallet I bekant, kan man ur el;:v c 6.6.7 beräkna v oell. därmed oeksct 
q :::: y. A. 
Ekv. 6.6.7 g8r ett uttryck på :Cö:clu;~thöjdcn i ]3ernOlJ.l1is ekv. 
Vi har förut visat, att vid ~)t;ationiir strömning i ett rakt cyJ.:Lndriskt 
rör är v 1 = v 2 och att darIor 
Komb:Lna.t:Lon av ekv. 6.6.-1· OCll 6.6.<3 ger 
hr cc: I • 1 el1En~ 
Eky. 6.6.9 bcn(JYlnNJ D:l.Tc'y-Weir3ba.clliJ ekvatio)'J r. 
GCXlO)n en hiirlc:d:n 'J; :uwd den LÖT turhu1c;nt r:; j. c:i.rl:'u:I .. iiJ'a 
(J"lr' . 6 6 6 "l":j·y,·t 'b"1 (> .• '. "'l' ,'.'., 1.' <-l ''-'J ,.V~ .).) l"JF.t;,y ur lL.e.HG 'c' ,rOl,n.J,LiC' 
Vi löser v i ckv. 6.7.1 och får 
Enligt Bazin ~r motständstalet 
Införes detta v~rde i ekv. 6.7.2 fäs 
eller om alla l~ngder uttrycks i ID 
Slipad cement, hyv~at trH 
Grovt murverk 
Vattcn(h~DE med wtcnn:c ()" d,yl. 






Inom r)ydr()t(~l-,:n:LJ;(~n DJl'vi.i.ndcj ofta dun mod BD..z,:inr.) fOX'I!lcJ nU.ra övc.CC)l[)-' 
I ( ':;;I 
100 6.7.6 -V =----,-
1+ (3 
\h\ 
där ;3' får något större värde än f3 i tabellen ovan (varierar mellan 
0,1 och 2,50). 
~' ) Faktorn 100/(1 + ~""--- är C i de Chezys formel och skrives också 
~ 




/iJ' + vn: 
i Kutters förenklade formel 
Jämn vägg av trä eller betong 
Jämn jordvägg utan vattenväxter 
Jordvägg med stenar eller halva sektionen 
fylld med vattenväxter 
Jordvägg med hela sektionen fylld med vatten-






För inkompressibel, stationär strömning vid konstant djup i en prisma-
tisk öppen kanal används ofta Gauckler-Hagen-Stricklers formel (vanlige 
benämnd Mannings formel) 
2 1 
- C.R 3 12 
v = h -
Värdet på C i Gauckler-Hagen-Strj_cklers formel 
Slipad betong 
Ny betong (ej slipad) 
Angripen betong 
Grävda kanaler och diken 
Naturliga vattendrag 










ÅV det föregående har framgått att friktionskoefficienten C är en funk-
tion av medelhastigheten, hydrauliska radien (medeldjupet), kinematiska 
viskosite~en och väggens skrovlighet. 
Viskositeten är implicit innesluten i uttrycket på C. 
Formlerna för öppna ledningar tillåter inget hänsynstagande till visko-
siteten trots att denna kan variera avsevärt. 
De flesta strömningar i öppna ledningar sker dock vid väl utvecklad tur-
bulens där viskositeten har relat:.vt litet inflytande på friktionsför-
lusterna. Dessa bestämmes huvudsakligen av den rådande Dledelhastigheten 
och väggens skrovlighet. 
Vid låga hastigheter och jämn väggbeskaffenhet blir formlernas använd-
barhet mera tVivelaktig, då viskositeten varierar. 
6.8 ~oodydiagrammet (f- Re diagrrua~et) 
Ett av de mest använda diagrammen för bestämning av friktionen i bruks-
rör har konstruerats av Moody (fig. 6.7). Diagranmet uttrycker f som 
en funktion av relativ skrovlighet och Reynolds tal Re. 
Först skall vi visa, att f bl.a. är en funktion av Reynolds tal Re. 
Vi har på sid. IbY erhållit ekvationen 6.2'.8 eller 
I = 
Uttrycket ovan ·överför vi till formen 
Vi får 
Till slut erhålles 
-2 l v 
hf :::: f" dO 2g 
och 
= I . l 
f lam. 
6.8.2 
Ekvationen 6.8.2 är tillämpbar vid all slags skrovlighet, eftersom tryck-
fallet vid laminär strömning är oberoende av vägg skrovligheten. 
Re = 















(1) Strömning vid glE~tta väggar där f är hel t beroende av Reynolds tal R, 
(2) Strömning i ett övergångsområde 
(3) Starkt turbulent strömning vid skrovliga väggar där f är oberoende 
av He men beroende av väggarnas .E.~lat:L v~~vli~h~~ k/d. k är här 
ett absolut mått på den ekv1.valenta sandskrovligheten, dvs. den dia-
meter ho s sandkorn, som ~3kulle ge samma frDdionsförlust. 
Några v~rden Rå k 
Sl~ta plaströr (48 mm) 
Sl~ta plaströr (86 mm) 
Rör av glas, koppar, m~ssing 
Dragna stålrör, nya 
Galv. j~rnrör, asfaltstr. gjurj~rnsrör, nya 
Gjutj~rnsrör, nya 
Tegelrör (sl~ta skrovliga) 
Betongrör 
J~rn- och stålrör, rostiga 
Plaströr, korrugerade (45 resp. 9~ nL~) 
I öl:: 
° - 0,005 mm 




0,02 - 0,05 II 
0,15 II 
0,25 II 
0,1 - 0,25 II 
0,2 - 0,8 If 
0,5 - 2,0 II 
1 , 1 II 
Vid turbulent strömning i en ledning förekommer n~rmast v~ggen ett 
skH:t, d~r strömningen ~r lamin~r. T j ockleken ho s detta skikt avtar med 
v~xande Re. 
Den naturliga skrovhgheten hos en v~gg ~r oregelbunden med både stora 
och små oj~mnheter på varierande avstånd från varandra. 
N~r nu Re ökar i ett rör med naturlig skrovlighet, bryter först den 
största o j~mheten igenom det lamin~ra gr~nsskiktet, d~refter den n~st 
största etc. 
Man får en successiv övergång från ett glatt laJJlin~rt gr~nsskikt; till 
en skrovhg v~gg med fullt utbildade virvelavlö sningar. 
I ett rör med ensartad sandbel~ggning blir He större, innan något av 
kornen bryter igenom. Genombrytningen sker samtidigt för n~stan alla 
korn. 
För de oli.ka områdena gäller följande ekvationer över v~rdet på f. 
LaJJlin~ra ol1'!;E.:~de·~: Re -::_ 2300 
f ::: f(He) 64 f ::: -R-
e 
Turbulenta området: He > 2300 
Glatta rör 
f :::: f (He) J3a.zj_ns formel: . f,: ::: ~Q32l~ \4 ;---V He 
. , 
i 
Of t l · -f _- 0,316 Re-O,25 . a s ,:r l ven: ~ 
för Re = 3 $ 103 - 105 
Prandtls formel 
1 Re Vf \ r:: \lf= 2 log 2,5r- = 2 log Re V f - 0,8 
för Re:::: 3.103 - 3,4 _106 
f ::;: f(Re, ~) Colebrooks formel 
1 k/d 2 51 
- :::: - 2 log (----- + --~ ) \If 3,71 Re \If 
f :;: f('~) Nikuradse-Prandtls formel 
o. 
1 d 
:::: 1,14 + 2 log k Vi 
ofta skriven 
1 





Ekvat:i.onen för .(Q?ä~:~l:h.~~!2 mellan övere;ångszonen och området mod fuLL 
turbulens brul,:ar skr;L vas 
Re \li' k/d:" 200 6.8.9 
För prakti sl{a beräkningar vj,d rördhilensionertne; blir det vanligen för 
kompl:i.cerat och ttc1södandc att använda allmänna frikt:Lonsfol'meln • 
Ett flertal forr:;Jmre har därför t:ons-Lruera-L mera lätthanterl:Lga formler 
En av de första, som studerade friktionsförlu13terna i rj.nnande vatten 
var de Che zy, 130m 1775 upp ställde den redan på 13id. 178 angi.vna ekvatio-
nen 6.7.3 eller 
6.9.1 
där C ::: en koefficient, som av de Chezy antogs bero endast av ledningens 
skrovlighet 
v - medelhastigheten m/s 
I ::: energilinjens lutning, fallet (dimensionslöst tal, höjd:längd, 
hf/l) 
Rh ;.;: hydrauliska radien (medeldjupet) :i. m uttryckt genom formeln 
där A 2 -- våta arean, m 
p ::: våta omkretsen i m dvs. längden av den del av ledningstvärsnit-
tet, som kommer i beröring med vätskan. 
Allmänna friktionsformeln kan skrivas om till samma uttryck som de 
Chezy I s formel. 
Vi har att 
eller 
<_ A vid fullgång i rör p 
l -2 
:= f.,;... .:f_ 
d 2g 
Konstanten C i de Chozy's formel motsvaras alltså av uttrycket 
'VS;' 1 C.-. 8g· _.~ 
Vf-
6.9.2 
I Moody,··djagrmmnet finner man, att enbart vid en fJkrovl:Lg vägg och fullt 
185 
utbildad turbulens är f för ett visst värde på kid konstant för varie-
rande Re. 
de Chezy's formel gäller alltså enbart för mycket höga värden på Re 
eller Re :>- 105 , 106 och 107 för kid >- 0,01, O~001 och 0,0001 resp. 
Konstanten C är ett uttryck för den relativa skrovligheten och kormner 
alltså att för en och samma skrovlighet i väggen få olika värden för 
olika dimerisioner hos ledningen. 
De Chezy's formel kan härledas på följande sätt. 
För cirkulära rör har vi ,enligt ekv. 6.6.6 f:;d.d. 17-( att 
eller 
dvs~ 
v == V~- VR~~:-'I 
Sättes VfjI _. C fås 
v -. C ~-:-I 
}i'örutom 'den tidigare relaterade Bazinf3 formel för glatta rör har vi ett 
ofta använt uttryck för berälnling av fallförlusten 1 järnrörsledningar 
j. Langs formel 
dä).:-' v unge s i mi sek och d i m. 
Då Re ej :i. n g {u:' i. uttrycket är formeln endast gj.l tig för vatten av nor-
mal temperatur. 
V:Ld överslagsberiDmingar för ledningar med ej 8.11tför etor skrov l:Lghet 
Ibb 
användes ofta i I,angs formel DupuitG värde på f, dvs. f - 0,03 • 
. En formel, 80m också är m;ycket anviind vid beräkning av friktionsförlus-
ter i rörledningar, är den förut omn8Jlmda Gauekler-Hagen-Stricklers for-
mel 
Då h ::::; 1 • l f 
fås 
2 1 




eller 1 ::::; 1- fås 
l ;;2, l y:2 
_. f· '~d •. '2-g "" f'~4-, -R • 
-2 v ' • .1 
4 










Förkortning ger Sg - C2 ., Rh30 f och till slut 
6.9.6 
Utredningen ovan visar, [dit Gauckler·-Hagen~Str:Lck.1ers formel fÖ:t:'utsät-
ter, att för en v:L ss gl ven ledräng tir C konf;'licmt och oberoende av He. 
}?orme ln gälleT därför endast inom området för full turbulens. 
Det senare medför att för skrovliga rör mdste dimensionen i allmänhet 
vara större än 100-,200 mIn och fö:r J!.ägorlunda g1atta rör (ltörre ~in 200-
300 mm vid vattenhaf3tighotcn O ~ 5-2, O mi [;ek :[:'ö1' att formeln strikt skall 
]nmnrl, t Ll.1ämp a s • 
Gjutjärnsrör, nya~ obehandlade 
















Yarnell-Woodward be stäl"'11de C för tegel- och betongrör och fanna värdet 93, 
I och med den alltmera ti lltagande användningen av plaströr har ett flel> 
tal jämförel~,er gjorts mellan deras vattenförand.e förmåga och tegel- och 
betongrörens c Detta har reBul terat :\. formler av typen 
Svårigheten vid aDvändnj.ngen av de ssa är att de strikt endast gäller 
under de förutsättningar som jä'Ylförelsen gjorts och inom ett begränsat 
område av f·-He di.agrammet. 
BehandlJ.ngen av strömning i slutna ledningar har hittills ägnats åt de 
friktionsförluster 1 som uppkommer v:Ld likformig strömning på längre 
sträckor i raka rörledningar. 
I rörelement som rörkrökar, tvärsuJttsförändr:Lngar, kranar, ventiler 
o. dyl. uppkommer :L allmänhet en g)j.k:f~t,:~Y",:JL.:st.2.'önming. och de förlv.ster ~ 
som uppträder är i högre grad beroende av tröghetskrafter än av inre 
friktion. 
De uppkomna förlusterna härrör :L allmänhet från virvclb:L1dning. Ji'örlus--
ter genom virvlar har, som IBrut anIörts, visat sig vara ungeI~r propor-
tj.onclla mot medelhaf3ti.ghetens kvadrat. 




- f., J .. ~ .Y..~.~ 
. d 2g 
l 
Införa,,; beteclmtngan f· -d '" K kan vi skriva 
Vi kan således hlinföra alla förluster till hastighetshöjden 
erhåller 








Den uppkomna tryckförlusten uttrycks ofta i ekvlvalent rörHLngd. 
Vi utgår från Bernoullis ekv. med förlusttorm dvs. 
o11er 
V 2 2 
2g 
(P1 - P2)/ ,S g anger tryekhöjcLsskillnaden i m vpmellan två punkter l 
ledntngen; z1 .- z2 den geometriska höjdskLLlnadcn mellan i5[:lrmaQ p1.mkter. 
Vi slitte:e surnman av dessa differen~;er lika med II - totala tTyckhöjclen 









H v t:.. K v .. - 2g + 2g 
dvs. 
·-2 
II v ( 1 :2. K) == 2g + 6.10.4 
Vid i.nströmning i bro"brurmn.or blir ofta energiförlusterna stora. 
Antar vl, att motståndet vid sj~lva inströmningen ~r e och deS3u~um att 
/ ~.2/ förlusterna Yid genonlst:cömni.ngen är f " l d' v' 2g så giLLler om ti11-
strönmingsbastighe"ten kan försurilfD.aS 
Löses.~ ur ekv. 6.11.1 fås 
6.11 .2 
Formeln är härledd av Weii3bach. 
EnHgt Wei i3bach kan e i3[5:ttas 111m med 0,505. 
Ett l.rt.tryck för f haT givits ay Da.rey tiD. 
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En ideal vätska eller gas m{wte ;::;atifJfiel'a följande krav. 
1. Kontinuitetsekvationen, avsnttt 4,.5 • 
• .;;." '""""" ~ -+-~.v = eller div v = O eller 
2. Newtons andra lag skall gälla i varje pun~t och i varje ögon-
blick. 
3. Vätskan eller gasen måste helt ansluta till en fast gräns, dvs. 
inget glapprum mellan strömning och gräns får föreligga. Dock 
får ej gränsen överskridas. 
Som til1i:igg till ovgniJ'tående göres antagandet om ro·~at~LonsfLUJ~~L-...( v,lrv-: 
ltnBs:f:'rihe~~1. Den resulterande vätske- 01101' gasrörel[~on är ni:j,rD. lik 
den verkliga rörelsen hos vätskor elJer gaser med låg viskositet. 
Kraven ovan leder,vid tiJ.liimpning av Newtons andra Jag på en viitske-
eller gaspartikel/ till El).lers eLvation, som vid antagflnde av rotati.ons~ 
frihet, kan integreras och i sin tur ge Bernoul1is ekvation. 
De okända faktorerna i en strömnjllgss1tuation rr:ed givna gränser eU' 
Det tir dock i de flesta fall omöjligt, att ur grtins:f:'örhållandena direkt 
kunna ni3 .. frmn t:Lll ekvati.oner för lJa~;t:Lghcts- och tl'yckfördeln:i.ngarnrt. 
7.2 VckiioI'U 
Vid utv'ecldlng nv teorien :för :i.dcD.la vidjskorG cller gar5er13 strömn:i.ng 
är elen förut nEimnda vcktoropern:toI'n my ek e t an vi.ind b ar. 
Denna' ka.n ve:r-l-::a ph en vektor, som on [,kaliir procl:ul\:t oller vektorprodukt 
mcn även s att verka p~ oh skal tir funktiun. 
Vi l~ter U vara den storhet som I,åverkas av operatorn. Då definieras 
;::j'i:-·u· , n 'If 'l"'!' .J - 'r' 'ir ., ",.,. c'., J. \ u. 'i /h V il. tf L." ,l, 





U kan vm:'8, 
--}:.-.:.", -,}f~ 
x a dhr a hr en godtycklig vektor, eller en skuljr 
~-t.ex. !l • 
Vi studerar en liten volym V med ytan A. och ett ytelement dA. (:LLr> '7.1) 
ii; är en enhetsvektor i r:i.k'tning av den utåt dragna normalen n mot yt-, 
elementet dA. 
-~ ( ) Fig. 7.1. Skiss avenhetsvektorn n, i normalriktningen utåt till 
ytclementet dA~ 
Om U lir en Skaltir, t.ex. defj.n:i.eras gradienten av 
" lim V 
V+O 
dA 
För att förklara grad studerar vi ett volymselement i form av ett 
litc't prisma med tvtirsek·tionsaroan dA och höjden dn, med ena tindy~an 
i ytan: 
1; + 
(x, y? !(,,) :.::: konst, och den andra. äl'1d;ytan i ytan: 
dn '" konl3t. (ng. '7.2) 
Fige 7.2. ytor av konstanta skalhren 
Ef-LeTf:WrD. det inte f'örcl r :nD.gon t'C)TlinöTine: 1 
med iiD.dytorn.il bortfaller, geX)om [JynJJilctrj,en, ,-j"l~'; 
kröktH ytor. Vi fAr 
i ytor puro~lulla 
dA över clemontet( 
.Jx{~ 
A 
( • 1)' Si; 
och högrusidan av ekv. 7.2.2 blir 
och 
Jim 




n1 ~r en enhetsvektor, dragen vinkelrUtt mot ytan, där 





Genom att Hl ta U bilda (m skaltir produkt med ~ f'8S den s.k. E.2.-V~l~C.~::2~·~ 
Gen. Vj. sä t[;er U l:Lka med ~:'; c1Jt blir 
",.,..J;., 
div v '" els 7.2.L~ 
Detta 'uttryck har 8,rr\länts .. " :L något annorJ:unda fo1'rn <- vid hi:j.rl c; dninp; 
av den aLLmi,inna kont:Lnui,tetsekva"clonen i ;,:wsnitt 4.:>. 
Dj.vcrgcnGcn anger volymflödc'l: por volymsen,het i '(Om punld; och i:~r en. 
_.)". 
Hot v··· x: är ett mera j,nvccklat begrepp, som behandlar ett vätske-
olJ,er gasclements virvling eJler rotation. 
rot 
"',\-" 
x v :::;; lim 
V,.)r. O V f A. 
i:ir, vilkE~ t framgår ay fig. '7 0:5, hac:ttgb,et[jkOTnponentcn j 'l;::mgen·· 
tons riktning till clementc~ dA i en t, et'tcx'c'iOnJ, vcki;orprod'Ukto~n 
dr en vektor vinkclrht mot da konc;cih:te:cande 'vcktorerfJ.a;J plan. Sto:::, 
""- ~/,~. 
X v dA en o]cruontycktoy', Bom bj,ldar prodvkton av den 
tan~cntiella hast eten oe]) ett ytc1CHJCnt. 
~.:;;«,A 
V _.\,., O, rot v :i. en punkt. 
Fig. '7.:3 (. SJcLss Vif;Drlde vektoreTna vid :t'ota·~ 
t:i.onoyl. av has-'cighet,svektorn. 
Vi undersöker cn speciell typ BV rörelse, för att demonstrora samban-
det J[]el1an rot "':'v' och virvlingen. 
En liten c:LrkuHclI' cylinder [lY vEtDl'~a eller gaG förutnättes rotera }:r:Ln~ 
sj.r.l axel [!Om om den vore en 1'88-[; kropp (fig< 7.4) 5 meJ. vin.1relhas t:i. c>' 
hetC)]:1 i};', [Jorn är en vektor parallell med roto..t:Lonsaxeln. 
f"'7-~' ",'t,~ 
Cyl:Lnclc:cr\s J'u.dia i). l' r oe}} liingdcm 1 6 Xl 1 X Y ar i var;jc punkt c:irkc}·· 
ytan cn. vektor IliD:'al1cl1 FlecJ. ux(,ln och rncd ~;torlcl\cn v "" Uf r, 
Övc:c iiJldyto:cnn 
crctnd.c oe}} b:i.d .. CrIl' eJ tj11 :1:'01; Y. 
211" 
c..)"". 
X v dA ... , r 1 r d'::{== (.[rJ ,"> <·c[~ 11' d el.. ~~ ') 2 'ii~ J'c,.,. l 
O 
Ekvation 7.2.5 ger nu 
,,~.?"h 
1'0 t v "'o Jjrn 2 -If 2 J '-r " :c .LtX 
v,+" O 
Uttrycket ovan ViGt1T, att för en roterande fast kropp tir 
... ~~ .. 
:r-ot v i en 
T)"lH.·'.l,.".·l: i',: ',i",.'j o··'\)J(>'('."I" ""i\ ("·.j·"o··~ "(')]11 ~O·I"Q.L"J· ()l·"l'"·v"(·'Jr"I'O·>'J~ r'};· 1: .-t.U _ I-' ..... 6C...., .. ·t:;._ .. I.JC-~ I,) LJ .L ..... ) A .L LJc.t,l;<~ . ... >---1 ,~.},.v .L.J. _""~ (j 
Om man cn.bnrt bctraLtur förflyttn:lngcm av 8tt lj.tet eJ ement, som rö:(' 
sig likt en fast kropp, då lir rot alltid noll. Eftersom varje rÖreJ.80 
hOf.) cotelcl krop]mr är en kombinat1on uv fÖJ'flyttnil.Jg och rotati.on Juni 
vi notera att rot alltid lir två ganger så stor som :cotationsvektorn 
En v~tska eller en gas kan inte endast förflyttas och rotern, utan oeks 
Definitionen av rot -.~.~ t:LL , och dilrför definieras en viltska eller 
en rotation genom relationen 
7.2.6 
.....,.~, ... 
Om p,l" "c: O :i. 8il V1S8 del av vatslC8. elleT' en gas bcsJccive~) rört)lsel1 dL;:r' 
som rotationsfrj .• 
Opera.torn vark~c som en vektor, men måste applioeras på an okulär 
eller en VCl\:i:;OT för att h.D. :fY!Jika1:Lnk 
Här :Cöl j er en koucontrorn.d. Danl1ll8xll:'u,t av skrivningen av viktiga 
En god cklig vektor u 
curi). den,. 
EDhet svektorerna ger J'ö l;j clnc1e kOl'lb:Lno.t:i.oncr 
,,~ ~.~ .. • ,.> """T'~ . ,.~: .. .. ~ . 
:i. (o- i. .-- j . j .. ~ k ~;., 
':;1' 


















Den sko.Uira produkten [lV två vektor'Gr a· ['.r 
a 
x 
·-a 11 -I-D .. b +0. b 
x y y y 2i Z 
Vektor'produkten. av två vektorer 
.... ,--!';., .... ,,,,,~, ·,,'re< v,<; ) 
a x l) (<> + [1 j + rl L .<.~ c.', 
:.;{ y z 
"' .. .,}.,"'" 
(b "r + b "J + 
:x: y 
x bl1.r 







( '3,. b N a. b ) i + (o.z b ~. a b ) j + ( CJ~ C Y z ~ y :x~ x z X 
......~'" 
k ,~, - O 
b 
z· , ) -
b ) _. 
z 
' ~,,{ , 
b .- a b ) 1/ .. Jr y X 
:Den kan. 1i:l.r'lpJ:igcm d;;:r:iva.s t detex.'m:Lnantform efter 'lltveck1. 1 : [1 
raden 
;j l( 
a. x b .,., fl tt a 
y~ y z 
b b b y Y !(~ 
För att finna de skalHra tex'na -Ltll betraktar vi först 
ö.r en {;()dt~y Y\'Jktor" Ur ckvat:ion 7.2<.:5 
e:CtCJ'clom (~ Lir vtnkeln mc:llr-!.n a. och r1'j (regeln föl' c)caJij,r produLt) och 
n'l ~"': 1. 
]i':Lg. 7.5. }:'öl'~i.nd:i.':Lrlg nv V(~JxtOl' 
:öktniXl.g. 
( '" 'f"" l' '7 r.) ",e .. l.[). <? 
Et GO D G dn 
ocb. 
. .. - et ."y~,~ ..• >-~ ..... '''"",,~ 
el 
Dc ,s];ali:,ra entcrna nv blir dtt 
. cC) :x: 
oob 
,"' ("', 
j. + '~"""'.'". 
y ,/,.2.1:3 
Opcrc\torn 0~C, ij,:.c 
j + 
bl.le 




ej + X (:) 





i + v y +- "<r 'z ) " 
Storh0Lcrna inom parenteserna är virvlingskomponenter, som Hr två 
sä stora som rotation et)" o ch (.(}-? VFtrf'ö:c y z 
I ay nn:Ltt 4.6 gav 13 en 
relat1onen, 
tryck för masskrsftcn, för ytkrafton och för nUlssan 
Vi 
'_le. 
låtuI' J}1 V'CtT'n, Jnn,DD1·::ra:.f:'tC)'} (-L & O:X c. 
på PDTt.i.J;oln. bJ.1r 
ytkrafton :fåG 111' dc: t1V sni tt tLL1 -- ".," .. ; .::: f ·.l·.··.'l·:1 }) Q' .1\. o ().-.'.'·l V ':.:'·'l·, ,c1·-, ::-.·.·1 
A 
oller gasen Hr friktionsfri eller io]o viskös, 
Torwen för mussaD 
l~fter g:cv.ppc 
.".~ .. 
~:~ dö, dV·· CJ 
·J. lim 
~ dV O dV 
1 P dA .-
d-;~ 
cH 
"' .... J.." Vi inSör operatorn och erhåller du V p ".:: lim 
dY-f', O 






Genom att bilda de produkterna av varje term med i~ 
och därefter fås följande skal~ra komponentekvationer. 
1 dv X ._".J? x 
- -S () x di; 
1 .~~J~ dv y 
-
_. 





-~; % " 
dUr X, Y och Z jr masskraftskomponenterna per massenhet. 
sedan 
Accele:CEt'i,tolli::;termE,rn,n l:;an utvecld,uf3. I allm,änJJct i::ir v 'o. v (x, :1"1,, Z,. '~\;' 
)~: x I / 
varför vi kan bilda totala differontialen 
dv 
x 
dx + d;;r + 
v 
X d2~ + 
v 
x dt 
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dv ~r «ij': 
>7 Z z; ;~ 
"' ~~'. v + v + v + d-t x x :/ e) y Y, 
Om den 
ning endast bcotäms av ab, kan don härledas ur en 
x .-. y ... z .- 7.3.6 
z), att kraftkomponenterna kun fäs ur denna 
genom partiell dorivering. 
tyckl 
Speciellt gbJJ.er, om 
y ... < ." g 
'""--'-
(fl +-y 
el (p + 






g 1,) ,.' 
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y (-".> y 
eJ en 
.-, G 









~}. .~- , . 7 < 3 <, l O t 
\I D.(:ec,) L10{IC;Y; i 
·t. 
d.:Ll!Jun.sioJ'1c.I' :C{tf-j [~e):lOn! a"t;t i e1:,v<J.'L:i.orlCI"'11cJ OV'DTl 
1 ' ~') r'~:') v'x V (p ) ,/",., + P' 11 --- V + V + (f j J( o :x :x J' )' ,.;> 
(-c + f T h) ,,~. y + v + 
,,<5 ."() y 
,) u :x: " -, ~z. y ( " 
fOJ'.rll& 













blj,r y och 












Le; ,nolle E\Ve '(.3,12 blir 
\' Y 
11 \ Yl 
}) 
cJ'. J V + i.j (', e, L ;) ( ,') 
en \1 j c] () CJ.L V d " l-
" 
',' U F; 
y Doll 
n 
ur JjJ;:L'orn\ {~,;, t:ci 
els 
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~vlir8 s~röwlinJorna. Ae v 
[; 
t::U) 
Här är n den radiala distansen mätt inåt. Alltså: n - - r och följakt-
ligen dn =: -
eller 
dr. v ::: U,J"r. Vi kan då skriva 
s 
1 
~ ::: - f 2 2 u.r r r dr 
$ (p + S g h) ~ - f J r dr + C 
som ger 
i (p + ~ g h) -- 2 2 Urr ---2 + O 




p ::: p -
o 
2 2 D.rr 3,g h+ .§--2-
• Vi kan skriva 
Elev. ovan visar, att trycket är hydrostatiskt längs en vertikallinje 
och ökar med kvadraten på radien. 
Storleken av ett vätske- eller gaselements rotation (vridning) kring 
z-axeln per tidsenhet kan uttryckas i termer av hastighetskomponenterna 
v och v och deras förändringar i x- och y-riktningarna, som 1'ramgår 
x y 
av fig. 7.7. 
:Med rörelf3en mO~801f:3 som ,E.~_~~-tiv ~ finner vi att rotationen pertidsen-
het hos elementets dx-s:Lda är 
v y + ( '(;:; v, / 'O x.) dx .~ v 
_-,-,-__ ., __ .~ __ ,.1 ___ . ___ ~_. __ ~ .. Y.. 
dx 
]'ör dy- [d,dan få s 





+ ---ax dx, 
Fig. 7.7. Definj. tiol'l.SdiagrOJJl för berälming av vridningen för ett vät ske--
eller gaselement. 
Ett vät81zc~ eller ga.selementr:; nettorotntion kring z-axeln per b.cbenbet 
blir medeltalet av summan av rotationen för dx- och dy-:ed.dorna. Al1t,;å 
rå samma sätt 
rov z ~V L, y 
u.:r3{ -- "2 (";':::.'-' .. : .... __ .-'- ) dy ~(:) 7, 
1 -::::-:,v -c)v c. x "2S'i~) (JJy ... 2 (-"';)'2; .~ C '.J 
Re,'-,u1tcrando rotati0118vell:torn är~ Gom v:L ViGD.t j. elev. 7.2.6 sid~ I~c;?? 
med s'torle},cn 




X V :c: O och 
])en första ekvat:i.onen ovan nnger v:LlJJwret för rotationsfrjJ~lct vtd t-V[J.·-
dimensionell strömning. 
Den anger också vn.lkoret, att det di:CJerentiella uttrycket 
v dx + v dy, 
x Y 
är en total differenti.aL Det framguI' av följande utredning. Vi f3ti.tter 
v dx + v· 
x y ·C) x y dy 
SenftJ'C delen av e~cv. er .4·.6 Er det matematiska uttrycket Jör en total 
d:Lffex'cnti al. l\LLnvJltecimet är godtyclcl:Lgt; det tir en konvent:l.on, att 
Vj. jfirl1för 'tc:rmerD.et :i ekv. '7.4.6 och får att 
v 
:x: 
och v y 
OVEUl[)tåcnde v1f5clJ.' n~h'Va1'Orl i. tvåd:\.mcnsionel1 strömning aven :[ll:nkt:i.o.n 
c3åd[1J.1 att dc)sf:J nego..ti.vD. dcr:LvDta llled av.seende på en {;od"Lyclclig l':LktrJ:ing 
visas for tredimenoionell st:cömning e Uttr~, el'::"\; i. ycktorform 
...-.7:':~' 
V '" .. , gx'ad 
känd Ho;n och ro 
.""" •• <"_ •. < •• ",,~,, 
nes ofta 
Både komprossibla eJ.ler J.nkomprcssibla vUtskor eller gaser kan vara i 
rotationsfri 1'oro1s8 och cn potentialfllllktion existerar i endera falJ.et. 





JUlt et om cn hastJ otspo~onbj.al Ur J,1 
y 
z 
( _. ) .. ~:;:" .. .~,\;,., rot gI'cld -, _. V ./1. '\1 .~-. O 
,u_ ';.. ..v.~},... .;w~::-'" 
då \1 x V := Ö. Detta karl visas DY cJ::v. 'l.4.D Genom cLi.ffer0;ntterin{;. V:i. 
80m cmger att ()v lax ,,: y v le):! x <, 
,,2 
el 









I vektorform skrives ekv. 7.4.10 
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"'() '\I 
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UtLrycken lDDill parenteserna C) 'v" C '-'.1. 
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t är en konstant eftersom don 
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Denna skriftserie, benämnd Stenciltryck, ut-, 
ges av Avdelningen för lantbrukets hydroteknik 
vid Institutionen för markvetenskap, Lantbruks-
hög skolan. Serien utkommer i fri följd och inne-
håller undersökningsresultat och annat material, 
som avdelningen funnit angeläget att redovisa, 
men som av olika anledningar ej befunnits möj-
ligt att framlägga i tryck, exempelvis i den från 
institutionen utgivna tidskriften Grundförbättring . 
Sådana anledningar kan vara att ett arbete är för 
omfångsrikt att trycka, är av mera preliminär 
natur eller vänder sig till en för liten grupp av 
läsare. 
Serien finns tillgänglig vid avdelningen, och 
enskilda nummer kan i mån av tillgång erhållas 
därifrån. 
Adress: Lantbrukshögskolan, lnst. för mark-
vetenskap, Avd. för lantbrukets hydroteknik, 
750 07 Uppsala 7. 
Address: Agricultural 
Dept. of Soil Science, Div. 
nies, S-750 07 Uppsala 7, 
College of Sweden, 
of Agr. Hydrotech-
Sweden. 
